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Karl Wolf +. 


Am 10. Janner 1950 ist der ordentliche Professor der allgemeinen Mechanik an 
der Technischen Hochschule in Wien, Dr. Karl Wolf, an den Folgen eines Schlag- 
anfalles, den er wahrend eines kurzen Erholungsaufenthaltes in Monichkirchen er- 
litten hatte, plétzlich verschieden. 


Karl Wolf wurde am 13. November 1886 als Sohn eines Gymnasialprofessors 
in Bielitz geboren. AnlaBlich seines 60. Geburtstages wurde seine Bedeutung in 


dieser Zeitschrift gewiirdigt.* Sein Lebenslauf, der trotz der zweimaligen Erschiitte- 
rung zur Zeit der beiden Weltkriege in geradlinigster Weise verlief, wurde damals 
geschildert. Er war ja verhaltnismaBig einfach, denn Wolf trat, kurz nachdem er 1910 
das Doktorat der Philosophie an der Wiener Universitat erworben hatte, als Assistent 
der damaligen Lehrkanzel fiir Reine Mechanik an der Technischen Hochschule in Wien 
ein, wurde 1915 Privatdozent und 1924 ordentlicher Professor an der gleichen Hochschule. 

Wolf kam aus der Schule Hasenéhrls, des unmittelbaren Schiilers und Nach- 
folgers Ludwig Boltzmanns. Die Zahl der Schiiler Hasendhrls, die in die Ent- 
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wicklung der theoretischen Physik mit eingegriffen haben, ist eine verhaltnismaBig 
groBe. An bedeutenden Schulen des In- und Auslandes nehmen sie hervorragende 
Stellungen ein. Ein Zufall war es, der Wolf zur Mechanik brachte, die einen Teil 
der Gesamtphysik bildet, wohl den Altesten, am meisten entwickelten und ausgebauten. 
Das bringt mit sich, da8 es in ihr nicht die stiirmische Entwicklung gibt, wie sie die 
anderen Teile der Physik gerade in den letzten Jahrzehnten durchgemacht haben. 
Gewi8 hat das auch Wolf empfunden. Aber er verstand es bald, seinem neuen Arbeits- 
gebiet Freude abzugewinnen, und er war iiberzeugt, da gerade hier fiir die Menschheit 
Niitzliches geleistet werden kénnte. Sehr schnell fand er das vollste Verstandnis 
fiir die Anforderungen, die der Ingenieur und die Ingenieurwissenschaft an die Mechanik 
stellen, Anforderungen, denen zu gentigen emsige Kleinarbeit auf streng wissenschaft- 
licher Grundlage ndétig ist. 

Durch Hasendhrl und wohl auch durch Lecher angeregt sind seine Doktor- 
dissertation ,,Studien iiber die Fortpflanzung elektrischer Wellen an einem leitenden 
Hohlzylinder“ und seine erste in den Sitzungsberichten der Wiener Akademie 1913 
veroffentlichte Arbeit ,,Ausbreitung elektromagnetischer Wellen von einem Punkt 
oberhalb der Erdoberflache™. 


Wie viele Vertreter der allgemeinen Mechanik, hat auch Wolf zunachst auf dem 
Gebiet der Elastizitatstheorie zu arbeiten begonnen. Sein erster Vorstand an der 
Technischen Hochschule Josef Finger legte diesem Teil der Mechanik immer groBbe 
Bedeutung bei, und dessen Nachfolger Karl Wieghart, der selbst schon auf elastizi- 
tatstheoretischem Gebiet eine Reihe schéner Erfolge aufzuweisen hatte, brachte aus 
Gottingen eine Fiille neuer Anregungen. Die technische Festigkeitslehre arbeitet 
mit einer Anzahl von Hypothesen, und Wolf stellte es sich zur Aufgabe, derartige 
Hypothesen vom Gesichtspunkt der mathematischen Theorie der Elastizitat zu tiber- 
priifen. So entstanden in der ersten Periode seines Wirkens eine Reihe von Veroéffent- 
lichungen in den Sitzungsberichten der Wiener Akademie: ,,Zur Giiltigkeit des Saint 
Vénantschen Prinzips bei den Balkenproblemen“ (1914), ,,Zur Integration der Gleichung 
AAF = 0 im Falle des Staumauerproblems“ (1914) und ,,Uber den Einflu8 der Ein- 
spannung auf die Torsionsbeanspruchung eines Kreiszylinders (1916). Wahrend des 
ersten Weltkrieges wurde Wolf durch seine Tatigkeit im Technischen Militarkomitee 
auf Fragen gelenkt, die zu einigen mit auBerer Ballistik im Zusammenhang stehenden 
Veroffentlichungen fiihrten. Nach Kriegsende an die Technische Hochschule zuriick- 
gekehrt, nahm Wolf seine elastizitatstheoretischen Arbeiten wieder auf. Nach einem 
einheitlichen Programm verfaBte er eine Reihe von Arbeiten,. die unter dem Gesamt- 
titel ,,Beitrage zur ebenen Elastizitatstheorie in der Zeitschrift fiir Technische 
Physik (1921/22) verdffentlicht wurden. Sie sind durch die Anwendung der Methode 
der konformen Abbildung gekennzeichnet. Besonders die erste dieser Verdéffent- 
lichungen, ,,Kinflu8 eines elliptischen Loches bzw. Spaltes auf einen einachsigen 
Spannungszustand“, (1921) fand ihren Widerhall in der Lehrbuchliteratur. Wolf 
selbst wurde durch diese Arbeiten auch zu den physikalischen Grundlagen der Festig- 
keitslehre gefithrt und trat 1922 auf der Naturforscherversammlung zu Leipzig mit 
einem Vortrag ,,Zur Bruchtheorie von A. Griffith’‘ hervor. In den letzten Jahren hat 
er weitere umfangreiche Untersuchungen iiber die wichtige Frage der Bruchtheorie 
an seiner Lehrkanzel sehr geférdert. Seine letzte elastizitatstheoretische Arbeit 
»Ausbreitung der Kraft in der Halbebene und im Halbraum bei anisotropischem 
Material‘ (Akad. Wien, 1934) betrifft eine fiir den Grundbau wichtige Frage. 


Wahrend der Besetzung Osterreichs mit geminderter Pension in den Ruhestand 
versetzt, fand er nach entbehrungsreichen Jahren Verwendung in der Industrie, und 
auch hier schépfte er Anregung zu neuen Untersuchungen, die teils zu eigenen Ver- 
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éffentlichungen fiihrten, teils in Anwendungsbeispielen in den spiteren Auflagen seines 
Werkes ,,Lehrbuch der technischen Mechanik starrer Systeme‘ ihren Niederschlag 
fanden.. Dieses Buch, 1931 in erster Autlage erschienen, fand besten Anklang in der 
Kritik und war bei Studenten im In- und Ausland derart beliebt, daB es 1947 schon 
in dritter Auflage erschienen ist. Andere, nicht der Elastizitatstheorie angehorigen Ver- 
dffentlichungen Wolfs sind in der frither genannten Wiirdigung erwahnt. 


Mit Eifer und Energie befand sich Wolf unter der kleinen Schar derjenigen, die 
gleich nach der Befreiung Osterreichs den Wiederaufbau der Technischen Hochschule 
in Wien in die Hand nahmen. Er wurde gleich im Sommer 1945 zum Prorektor und 
fiir das Studienjahr 1946/47 zum Rektor magnificus gewahlt. Sein allzeit bekundetes, 
tatiges Interesse fiir die Volksbildung fiihrte 1948 zu seiner Wahl zum Prasidenten der 
Wiener Urania. Die Osterreichische Akademie der Wissenschaften hatte ihn schon 
1946 zu ihrem korrespondierenden Mitglied gewahlt. 


Hier sei noch besonders seiner Verdienste als Mitgriinder und Schriftleiter des Oster- 
reichischen Ingenieur-Archivs gedacht. Zahlreiche junge Forscher auf dem Gebiete 
der IJngenieurwissenschaften gewannen ein Sprachrohr fiir ihre Mitteilungen. Und 
im fernen Ausland, wo man zunachst nur von der groBen Not im befreiten Osterreich 
sprach, trug diese Neuschépfung neben manchen ahnlichen auf anderen Gebieten zur 
Uberzeugung bei, da® Osterreich in den Stiirmen der Jahre nicht untergegangen sei, 
da wissenschaftliches und kulturelles Leben einer neuen Bliite entgegentreibe. 


Die Technische Hochschule in Wien hat mit Wolf eines ihrer verdienstvollsten 
Mitglieder verloren. Wolfs Interessen waren sehr vielseitige. Er war auch ein Freund 
der Natur, ein begeisterter Alpinist und bis in die letzten Jahre ein eifriger Ski- 
fahrer. Alle, die ihn kannten, waren, als die Nachricht von seiner schweren Erkrankung 
und dann von seinem Tode eintraf, zutiefst betroffen. Die Technische Hochschule 
in Wien, seine Freunde und Kollegen, seine jetzigen und friiheren Schiiler werden dem 
so jah dahingegangenen Karl Wolf immer ein treues und ehrendes Andenken be- 
wahren. 

A. Basch, Wien. 


Héhere Radlinien als Naherungskurven. 
Von W. Wunderlich, Wien. 


Mit 2 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Im Anschlu8 an eine frithere Arbeit!, in der die Theorie der ,,H6heren 
Radlinien“‘ entwickelt wurde, weist der Verfasser auf die Bedeutung dieser Kurven fiir die 
Approximation vorgelegter geschlossener Linien in der Ebene hin. Als erstes Beispiel wird der 
Rand eines Quadrates auf verschiedene Arten, entsprechend den Prinzipien von Fourier, 
Gau8, Taylor und Tschebyscheff angenéhert. Ein zweites Beispiel zeigt die Wiedergabe 
einer Hysteresisschleife durch héhere Radlinien, die gewisse Singularitaten besitzen. 


Summary. Having developed, in a former paper’, the theory of “Higher Cycloids”, the 
author shows now how to use these curves for the approximate representation of closed curves, 
given in the plane. As a first example, the shape of a square is represented approximately by 
various manners, according to the principles of Fourier, GauB, Taylor and Tshebysheff. 

- Another example shows the representation of hysteresis curve by means of higher cycloids, having 
certain singularities. 


1 Héhere Radlinien. Osterr. Ingenieur-Arch. I, 277—296 (1947); im folgenden zitiert mit 
AV 3 bene Sei 
1* 
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Résumé. Ayant développé la théorie des «Cycloides Supérieures» dans un travail précédent', 
l’auteur indique maintenant le réle de ces courbes pour la représentation approximative de courbes 
fermées, données dans le plan. Comme premier exemple, le contour d’un carré est représente 
de diverses maniéres, suivant les principes de Fourier, Gau8, Taylor et Tchébycheff. Un 
autre exemple montre la représentation d’une courbe d’hystérésis par des cycloides supérieures, 
présentant certaines singularités. 


1. Kinleitung. 


In einer friiheren Arbeit! wurde die grundlegende Theorie der ,héheren Rad- 
linien® entwickelt, einer umfassenden Familie von ebenen Kurven, die als Verall- 
gemeinerungen der Trochoiden und Zykloiden angesehen werden kénnen. Als ,,Rad- 
linie s-ter Stufe‘‘ wurde die Bahnkurve des Endpunktes P eines s-gliedrigen Gelenk- 
polygons bezeichnet, dessen Anfangspunkt O fest ist und dessen Glieder sich mit 
den konstanten (absoluten) Winkelgeschwindigkeiten ,, ,...«, drehen. 


Macht man O zum Nullpunkt eines Normalkoordinatensystems x, y und faBt man 
die Koordinatenpaare zu komplexen GroBen z= « + 7y zusammen, so 1aBt sich 
die von P durchlaufene Radlinie mittels des reellen Zeitparameters ¢ durch die 
einfache Gleichung 


8 
ph Sv | Dyt 
z= >» a, e (1) 


beschreiben. Die komplexen Konstanten a, stellen — als Vektoren aufgefaBbt — 
die Anfangslagen der Glieder des erzeugenden Gelenkpolygons (fiir ¢ = 0) dar. 


Fir rationale Geschwindigkeitsverhaltnisse — die w, kénnen in diesem Fall als 
ganzzahlig vorausgesetzt werden — ergeben sich geschlossene, rational- 
algebraische Kurven, deren kinematische Erzeugung durch Zahnradgetriebe 
verwirklicht werden kann.2, Im Hinblick darauf kommt den héheren Radlinien eine 
ahnliche technische Bedeutung zu wie etwa den Koppelkurven. Da ihre Mannig- 
faltigkeit aber weit gréBer ist, sind sie wohl noch besser als die in vielen Fallen er- 
folgreich herangezogenen Koppelkurven geeignet, bestimmte gewiinschte Bahnen 
naherungsweise zu ersetzen. 


In der vorliegenden Arbeit wird nun dargelegt, wie eine vorgelegte geschlossene 
Linie mit zeitlich vorgeschriebener Durchlaufung durch Radlinien hinreichend hoher 
Stufe mit beliebiger Genauigkeit angenahert werden kann. Die betreffenden Naherungs- 
kurven ergeben sich einfach durch Abbrechen der Fourierschen Entwicklung der 
komplexen Bahngleichung. An einem Beispiel wird ferner gezeigt, wie bei freistehender 
Durchlaufung der vorgelegten Bahn durch Anwendung bekannter Naherungsprinzipien 
von Gau8, Taylor und Tschebyscheff schon mittels Radlinien 3. Stufe hervor- 
ragende Naherungen zu erzielen sind. SchlieBlich wird an einem weiteren Beispiel 
illustriert, wie eine vorgelegte Kurve mit bestimmten Singularitaten durch eine Rad- 
linie wiedergegeben werden kann. 


2. Annaherung einer Bahn mit vorgeschriebener Durchlaufung. 
Sei eine ebene geschlossene Linie / durch ihre komplexe Parametergleichung 
2=Z (9), [0 <y S22, 4(0) =Z(22)] (2) 


vorgegeben. Deutet man den reellen Parameter als Zeitfaktor, so ist durch (2) 


2 Hie. evbschnee. 
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nicht bloB die Gestalt der Linie, sondern auch ihre zeitliche Durchlaufung festgelegt. 
die wir uns periodisch wiederkehrend vorstellen wollen. 


Denken wir uns die Komponenten X und Y von Z nach Fourier entwickelt 


und die beiden Reihen wieder zusammengefaBt, so erhalten wir eine Entwicklung 
von der Bauart 


+ co 
je aes (3) 
ae 


mit den komplexen Koeffizienten 


lt, = = \ ZH€ P'dy, (4) 
Oe 

Ohne auf Konvergenzfragen eingehen zu wollen, konnen wir annehmen, daf bei 
den in der technischen Praxis auftretenden Fallen die unendliche Reihe (3) gegen 
die gegebene Funktion (2) strebt, so daB ihre endlichen Abschnitte mehr oder weniger 
gute Naherungen abgeben. Jeder solche Abschnitt stellt dann aber die Gleichung 
einer héheren Radlinie & dar, die die gegebene Bahn / approximiert, und zwar 
im allgemeinen um so besser, je mehr Glieder der Reihe Beriicksichtigung finden. 
Mobius? nahm diese Tatsache zum Anlaf, zur Ehrenrettung der verachteten Theorie 
der Epizykeln anzutreten, da dieselbe — als Vorlauferin Fourierscher Ideen — bei 
Heranziehung geniigend vieler Glieder durchaus imstande war, die Bahnen der 

Himmelskérper mit hinreichender Genauigkeit zu beschreiben. 


Ks ist seit Bessel gelaufig, daB ein trigonometrisches Polynom, das einer Fourier- 
Entwicklung entnommen ist, stets unter allen Polynomen mit den gleichen Frequenzen 
die beste Annaherung im GauSschen Sinne darstellt, d. h. die kleinste 
Quadratsumme der Abweichungen von der Ausgangsfunktion aufweist.t Dies gilt 
auch im Komplexen, wie man sofort einsieht. Sei z = 2a, e’'” ein endliches Polynom 
mit beliebig ausgewahlten (aber ganzen) »; zwecks Approximation von (2) sollen 
die a, so bestimmt werden, da das Fehlerintegral 


a2 7 2% 


De | Z—zedy (Z — 2) (Z — 2) do € 
0 


Ow 


OL 
— 


ein Minimum wird. 


Wir fassen die Unbekannten a, und a, in F vorlaufig als voneinander unabhangige 
GréBen auf, verlangen also zunachst gar nicht, dafS zusammengehérige Paare kon- 


jugiert sein sollen. Die partielle Ableitung nach a, fiihrt dann auf die Bestimmungs- 
gleichung 


c2m 


\(2 — Dan erie) eriv dy = 0. (6) 
0 


7 


Da in der Summe nur das Glied « = y einen nicht verschwindenden Beitrag liefert, 
und zwar 22 4,, erhalten wir fiir a, genau den Wert (4). Die analoge Bestimmung 


vona, ergibt den konjugierten Wert, womit die Brauchbarkeit der gefundenen 
Lésung gewihrleistet und die Ubereinstimmung mit den Fourier-Koeffizienten be- 
statigt ist. 


3 A. F. Mébius: Die Elemente der Mechanik des Himmels. Leipzig. 1843. 
4 Vgl. etwa F. Klein: Elementarmathematik vom hoheren Standpunkt aus, Bd. III: Pra- 
zisions- und Approximationsmathematik. 
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3. Anniherung regelmaBiger Vielecke. 


Als Beispiel wollen wir nun die Approximation eines regelmaBigen Vieleckes 
betrachten 


a) Fourier: Harmonische Analyse einer bestimmten Durchlaufung. 


Weist ein beliebiges Profil g-zahlige Drehsymmetrie auf, so besitzt die defi- 
nierende Funktion Z (gy) die Eigenschaft, sich bei Vermehrung des Parameters 9 
um o = 22/q mit dem Faktor e’' zu vervielfachen, oder allgemeiner mit ¢”°', wobei.p 
zu q teilerfremd ist. Unterteilt man dementsprechend in (4) das Integrations- 
intervall 2 in g Abschnitte von der Lange o, so erhalt man fiir den Beitrag eines 
Teiles: 

re(A+1)e re} , aC 
Z (¢) -e i? dy aes | Vf, (y =| Ac) ety +42) dy = eh (p—r) io Uy, (y) $ en? te dy. 
dow ov Ov 
Summation von 4= 0 bis ¢g—1 liefert dann eine q-gliedrige geometrische Reihe, 
deren Summe nur dann von Null verschieden ist, wenn p— vy durch q teilbar ist. 
Man findet so fiir die Fourier-Koeffizienten die Darstellung 
see e’'?dy fir »v=p (mod q), 
ay = ae Oe (7) 
0 fiir v==p (mod q). 


Die Fourier-Entwicklung eines drehsymmetrischen Profils enthalt mithm nur 
Frequenzen einer arithmetischen Reihe.® 

Liegt nun im besonderen ein regelmafBiges, nichtiiberschlagenes q-Eck mit gerad- 
linigen Seiten vor, so wird man den Mittelpunkt zum Ursprung und den Inkreishalb- 
messer als Langeneinheit des Koordinatensystems wahlen, also X = 1 fiir |v) S o/2 = « 
setzen. Durch die zweite Komponente Y (q), die im gleichen Intervall definiert sein 
muB, wird die Kigenart der Durchlaufung einer Vieleckseite geregelt. Liegt hieriiber 
keine bestimmte Forderung vor, so wird man Y (¢y) wohl als monotone und ungerade 
Funktion mit den Randwerten Y (+ «) = + tg « annehmen. Unter diesen Voraus- 
setzungen l48t sich die Formel (7) fiir die nichtverschwindenden (und jetzt reellen) 
Fourier-Koeffizienten weiterentwickeln zu 


sin vy « 


Digs ee +2 \y-sinyp dp (yv=1l+Aq, x = 2/q). ; (8) 
0: 


Va 


Der nachstliegende Ansatz ware vielleicht Y = tg y oder ky, konstanter Winkel- 
oder Bahngeschwindigkeit entsprechend; abgesehen von den unhandlichen Aus- 
driicken fiir die a, im ersten Fall ist aber auch die Konvergenz der zugehérigen Fourier- 
Entwicklungen keine besonders gute, weil bei der Durchlaufung des Vielecks der 
Richtungswechsel in den Ecken mit voller Geschwindigkeit erfolgt. Ein giinstigerer 
Ansatz, der dieser unstetigen Richtungsinderung durch Herabminderung der Ge- 
schwindigkeit auf Null entgegenkommt, lautet: 

a ee ee 
Y = to x sin 5 (9) 
Hier wird jede Polygonseite nach Art einer harmonischen Halbschwingung durch- 
laufen. Auswertung von (8) liefert die Fourier-Koeffizienten 
=) Bin as 2q@-(—1*} nS 

ae Oi CET er ee fir »=1+ Aq. (10) 

» > Vel. H. R., Satz 6. 
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Speziell fiir das Quadrat (q = 4) ergibt sich die Entwicklung 


ale $5 a gee: 1 1 
Se ze ange Tbk gee ...|, (11) 
Die durch die drei angeschriebenen Glieder dargestellte Radlinie 3. Stufe liefert 
eine ganz annehmbare Approximation (vgl. Abb. 1), deren maximale Querabweichung 


von den Quadratseiten 0°013 betragt, das ist rund 0°6% der Seitenlange. 


b) GauB: Kleinste mittlere Querabweichung. 


Ist keine bestimmte Durchlaufung des Vielecks vorgeschrieben, hingegen eine 
bestimmte Stufe s der approximierenden Radlinie gewiinscht, so wird man in sinn- 
gemaBer Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate von Gau8 die s reellen 
Koeffizienten a, so bestimmen, daB das Integral iiber das Quadrat der Quer- 
abweichung #—J1 von der Vieleckseite im Bereich |y| S « einen minimalen 
Wert annimmt: 

) ; : y 
al (c—l1dy=0 mit «x =) Ay COS lt QP. (12) 
je lu 
Die Frequenzen w sind aus Symmetriegriinden natiirlich der arithmetischen Reihe 
1+ Aq zu entnehmen. 


Die Differentiation nach den Parametern a, darf unter dem Integral ausgefihrt 

werden, und man erhalt nach Auswertung der verbleibenden Integrale 
(x —1)cos vygdy = 0 (13) 

Oe 

fiir die s Unbekannten a, die s linearen Gleichungen: 
Gai * : Ab 
ahr ny so, 
1 a“ 


3 Qu 7 sin 2a for OS 2 
Cae eg, 3 tas 1 Ag) 
(a), ti 
OF 008 & (a = 2/9) 


Dieses Gleichungssystem lautet im speziellen Fall des Quadrates (¢ = 4) fiir 


eine Naherungsradlinie 3. Stufe (u, » = 1, — 3, 5): 
\ 1 ay 
be + 1) dy + 4_3— 345 = 2 2, 
hd 1 2 
ay a (s a 4 A_3 + Os a 3 V2; (15) 
1 Tt it VER 
Te gots O83 + (3 +5) a) 2 
und hat die Lésungen 
2y2(m 42 64 Ne as Pe ass _ 
os Wester Cee CC ae TILE. a eo Usa SOE? Ve 
lg a2 32 ; 8 13 2? 520 256° 
Se a ea 60 45 135° —«((16) 


Wie aus Abb. 1 ersichtlich ist, bedeutet die mit diesen Koeffizienten erzielte 
Naherung gegeniiber a) einen beachtlichen Fortschritt. Die maximale Abweichung 


8 W. Wunderlich: 


von der Quadratseite tritt in der Ecke auf und betragt etwa 0°007. Der mittlere 
Fehler / — der bei dieser Annaherung das Minimum annimmt — ergibt sich aus 


24 


x f? =\(@—1tap =\a = dy (17) 
ov 0 
zu rund + 0°0018. 


c) Taylor: Starkste Anschmiegung. 


Ein anderes beliebtes Naherungsprinzip besteht darin, tiber die freien Para- 
meter der approximierenden Funktion so zu verfiigen, da dieselbe mit der 
gegebenén Funktion an einer bestimmten Stelle den Wert und mdglichst viele Ab- 
leitungen gemein hat; anders ausgedriickt, die Taylorschen Potenzreihen sollen 
in mdglichst vielen Anfangsgliedern iibereinstimmen. Eine so gewonnene Naherungs- 
kurve wird sich der vorgelegten Linie vor allem in der Umgebung der Ausgangsstelle 
sehr innig anschmiegen, doch kann sich die praktische Ubereinstimmung auf einen 
betrachtlichen Bereich erstrecken. 


In unserem Fall — Y (~) wie immer als ungerade Funktion vorausgesetzt — 
handelt es sich um die Approximation von X = 1 durch ein trigonometrisches | 
Polynom x = Sa, cosygy mit reellen Koeffizienten in der Umgebung der Stelle 
gy = 0. Da die Ableitungen ungerader Ordnung von selbst verschwinden, lauft die 
Aufgabe auf die Erfiillung der linearen Gleichungen 
Ya =1, Diva =0, D'a, =0,... (18) 


ys 
v v v 


hinaus, wobei die Frequenzen wieder der arithmetischen Reihe y=1+Aq zu 
entnehmen sind. 


Fiir eine Naherungsradlinie s-ter Stufe kénnen s Bedingungen (18) heran- 
gezogen, also die ersten 2s—1 Ableitungen zum Verschwinden gebracht werden. 
Die so gewonnene Radlinie beriihrt jede Vieleckseite in der Mitte und hat daselbst 
mit ihr 2s zusammengertickte Punkte gemein.® 


Meyer zur Capellen’ hat gelegentlich die Ergebnisse fiir den Fall s = 2 
zusammengestellt, also die Annaherung regelmaBiger Vielecke durch gewoéhnliche 
Radlinien mit Flachpunkten erledigt; wie von vornherein zu erwarten ist, er- 


weisen sich hierbei die Hypotrochoiden (A= 0, —1) als den Epitrochoiden 
(A = 0, + 1) tiberlegen, doch ist auch bei jenen die Abrundung der Polygonecken 
noch sehr stark. — Schon der bloBe Fortschritt zu Naherungsradlinien 3. Stufe 
(A= 0, —1, +1) bringt nun eine auerordentliche Verbesserung mit sich. Man 
findet aus den entsprechenden Gl. (18) allgemein die Koeffizienten 
Ba eect = (Oo Dee ga, eee 
1 e(@—4? M4 Af (g— By? oA eee ey’ te 
und fiir den Fall ¢ = 4 des Quadrates die speziellen Werte 
75 25 3 
Cue gdese hoe a ec Mh ot eer cannes Go 


Wie aus Abb. 1 ersichtlich ist, ist die Anschmiegung langs etwa 50° der Quadrat- 
seite hervorragend (Abweichung weniger als 0°0002), jedoch die Ausrundung der 


6 Es 1laBt sich leicht zeigen, da die nichste nicht verschwindende Ableitung «(@s) an der 
Stelle ¢ = 0 den Wert — // y* hat, also negativ ist, so daB die Radlinie in der Umgebung der 
Schmiegstellen — wahrscheinlich aber tiberhaupt — konvex ist. 

7 W. Meyer zur Capellen: Erzeugung des n-Ecks mit abgerundeten Ecken. Maschinen- 
bau, RM—AfG 4, 44—47 (1936). : 
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Quadratecken noch immer deutlich merkbar (Querabweichung daselbst 0°05, also 
2°5°%, der Quadratseite; Kriimmungsradius Onin ts a as) 


d) Tschebyscheff: Kleinste Maximalabweichung. 


Betrachtung von Abb. | lehrt, da die bisher abgeleiteten Naherungen im mittleren 
Bereich der Quadratseite wesentlich besser approximieren als gegen die Ecken zu, 
wo die maximalen Abweichungen zu beobachten sind. Man kann sich nun bemiihen, 
dieses Fehlermaximum herunterzudriicken, was natiirlich im allgemeinen nur auf 
Kosten der Naherungsgiite im Mittelbereich méglich sein wird; selbstverstandlich 
darf dabei kein an anderer Stelle neu entstehender GréBtfehler das herabgesetzte 
Maximum iibertreffen,  son- 
dern héchstens gleichen 4% “ 
Retro g annehanen. —— /aylor (starkste Anschmiegung) 


096 ——— fourier (harmonische Analyse) 


Es leuchtet ein, daB dieser 
(gemeinsame) Maximalbe- 
trag dann am kleinsten 
ausfallt, wenn er von der 
Naherungskurve so oft 
wie méglich angenommen 
wird, d. h. so oft es die freien 
Parameter der Naherung er- jy if See. 
Peed ip Se 
der besten Ausniitzung“‘,das zy 
Psehebyscheff ber der. :.* 


ihm eigenen Behandlung Abb. 1. Vier Annaherungen eines Quadrats durch Radlinien 
von Approximationsproble- 3. Stufe 1:—3:5. Diagramm der zehnfach tiberhéhten Ab- 
weichungen. 


anon GUL (kleinste mittlere Querabweichung) 


097 —~--— Ischebyschet? (keinste Maximalabweichung) 


men leitete.4 


Dieses Prinzip ist meist nicht leicht anzuwenden und im Falle der Annaherung 
durch Radlinien wohl kaum durch eine allgemeine Vorschrift zu beschreiben. 

Bei unserer Aufgabe der Approximation eines regelmaBigen Vieleckes durch eine 
Radlinie s-ter Stufe handelt es sich um die Annaherung der konstanten Funktion 
X = 1 im Intervall 0 <q <.« durch ein s-gliedriges Cosinuspolynom 2a, cos v 
mit bekannten Frequenzen. Den s Koeffizienten a, (als freien Parametern) ent- 
sprechend, kann verlangt werden, daf& die Maximalabweichung in dem genannten 
Intervall (s + 1)mal angenommen wird, hiervon je einmal an den beiden Randern. 

Die fiir das Quadrat und eine Naherungsradlinie 3. Stufe mit den Frequenzen 
y = 1, — 3, 5 durchgefiihrte Rechnung ergab die Koetfizienten 


ad, = 1:206447, a_, = —0°255474, a, = 0°052215. 


Auf die Wiedergabe der langwierigen Rechnung soll in Ermangelung der wiinschens- 
werten Allgemeinheit verzichtet werden. Dies um so eher, als die erzielte Verbesserung 
kaum die angewandte Miihe lohnte: Die Maximalabweichung wurde blof auf 
Aamax = + 0°0032 herabgedriickt, das ist rund die Halfte des GréBtfehlers der 
GaufBschen Naherung b) in der Quadratecke; gleichzeitig wurden jedoch, wie aus 
Abb. 1 entnommen werden kann, die Fehler im Mittelbereich nahezu verdoppelt. 


e) Vergleich. 


In der folgenden Tabelle sind fiir die behandelten Naherungen des Quadrates 
durch Radlinien 3. Stufe die numerischen Werte der Koeffiziententripel der GréBe 
nach zusammengestellt : 


10 W. Wunderlich: 


ay a_3 as 
Taylonien yee ce 1171875 —Or195a 12 0°023 437 
MOULIC? cou ce ice 1°200 422 — 0'240084 0°034298 
(OPA UU mre eo ckomie ic 1°203 145 — 0°248775 0°047 514 
Tschebyscheff..... 1°206 447 — 0°255474 0°052 215 


Die Art und Giite der Naherungen geht am besten aus der graphischen Dar- 
stellung in Abb. 1 hervor, welche die Abweichungen von der Quadratseite in zehn- 
facher Uberhéhung zeigt. Die markierten Kurvenpunkte entsprechen Werten des 
Zeitparameters yw von 5 zu 5°. 


4, Radlinien 
mit vorgeschriebenen Singularitaten. 


Besitzt die vorgelegte Linie be- 
stimmte Singularitéten — insbeson- 
dere Spitzen, Flachpunkte usw. —, so 
wird man dieselben bei der angenaher- 
ten Wiedergabe durch héhere Radlinien 
nach Méglichkeit zu_beriicksichtigen 
haben. Bestimmte Vorschriften hierzu 
lassen sich allerdings kaum entwickeln, 
sondern es wird eines gewissen Finger- 
spitzengefiihls zur Erledigung der Auf- 
gabe bediirfen.® 


Als Beispiel soll das Aufsuchen einer 
Radlinie von der charakteristischen 
Gestalt der Hysteresis gezeigt werden. 


Es handelt sich hierbei bekanntlich 
um eine geschlossene, zentrisch-sym- 
Abb. 2. Wiedergabe einer Hysteresisschleife durch metrische Kurve mit zwei Schnabel- 

eine Radlinie 4. Stufe 1:—1:3:—3. spitzen und zwei Wendepunkten als 
sichtbaren Besonderheiten (Abb. 2). 


Wir verlegen den Koordinatenursprung in die Kurvenmitte und kénnen uns auf 
Grund der zweizahligen Drehsymmetrie auf ungerade Frequenzen beschranken.® 
Da es Durchmesser gibt, welche die Hysteresis sechsmal schneiden, miissen wir von 
vornherein mindestens mit einer Sextik rechnen und daher Exponenten bis zum 
Betrag 3 vorsehen. Als Ansatz bietet sich demnach vorlaufig: 


eaten a, + ei” o- Qe * e-i7 -+ As: esi” - Ay* e-8ie. (2) 


Den beiden Schnabelspitzen mégen die Parameterwerte g = 0 und a zugeordnet 
werden. Sie seien durch die komplexen Koordinaten + (a + 6%) festgelegt, wobei 
die reelle Achse parallel zu den Spitzentangenten vorausgesetzt werden soll. — An 
Stelle der den Singularitéten entsprechenden Forderungen an die Ableitungen ist 


®’ Nach Angabe von G. Loria: Spezielle algebraische und transzendente ebene Kurven, 
2, Aufl., Bd. I, Nr. 138, Leipzig, 1910, hat sich B. Habenicht wiederholt mit der Aufgabe be- 
schaftigt, die Umrisse von Pflanzenblattern durch analytische Kurven zu beschreiben; er bediente 
sich hierbei meist gewisser Polargleichungen, die héhere Radlinien, und zwar » rosenartige** 
(H. R., Abschn. 9) darstellen. 
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es vielleicht durchsichtiger und bequemer, die Potenzreihenentwicklung heranzuziehen ; 
diese beginnt an der Stelle g = 0 mit 


z= (a, + dg + as 4 Ay) +0 (a4 dy + 3 04) = 


: F 
ae (a, +a, + 9a; + 9 a4) — = 9 (4, —@, + 27a,—27a,) +... (22) 


Mit Riicksicht auf die Schnabelspitze darf diese Entwicklung — abgesehen von dem 
konstanten Glied — tatsachlich erst mit g? beginnen und imagindre Bestandteile 
erst ab g* enthalten. Dies liefert folgende sechs Gleichungen fiir die acht Komponenten 
der Koeffizienten a, = a,’ + ia,”: 


ay sis Ay sia Ge. a a => a, a ibe Cs =: ee == b, | 
/ f 
Oy = Oy ods — 30, =), - @,’ — a, + 3.4," — 3 a,’ = 0, (23) 
fe , Lard ‘2 , / 
@, — a + 27a — 27a, =0, ay” + de’ + 9a,” + 9a," = 0 j 
Nach Einfiihrung der reellen Hilfsparameter c/2 = as; = a,’ und d = a,/’ —a,’’ lassen 


sich die gesuchten Koeffizienten dann darstellen durch 


383i 
16 


Cs6 6 S (a —c) + (86 + '8¢),. 9 a3,,°= sa! 2 (6+ 8d). (24) 
Sie fiihren nach Aufspaltung von (21) in Real- und Imaginarbestandteil schlieBlich 


auf die folgenden Parametergleichungen der Kurve: 
x = (a —C) cos » + c cos 3 y —d (3 sin y — sin 3 g), 
y= : (9 cos  — cos 3 ¢). (25) 


Vor der zahlenmaBigen Festlegung der Systemparameter mu deren Bedeutung 
geklart werden: a und 6 fixieren laut Annahme als Koordinaten die Schnabelspitzen 
und kénnen als positiv vorausgesetzt werden. Die GréBe ¢ beeinfluBt die Form des 
, skeletts‘‘ der Kurve, denn fiir d = 0 liegt eine Doppelkurve vor, und zwar eine 
kubische Parabel, deren Wendepunkt im Ursprung liegt (py = + 2/2); die Steigung 
der Wendetangente betragt 3 6/2 (a— 4c) und man wird verlangen, da8 sie zwischen 
b/a und oo liegt; dies ergibt fiir c die Einschrankung 


—a/sg <c <a/4, 


wodurch gleichzeitig gewahrleistet ist, daB die Spitze y = 0 in Richtung der positiven 
x-Achse weist. —- Der Parameter d schlieBlich regelt die Dicke der Hysteresis, gibt 
also das ,,Fleisch‘“‘; zu gy = + 2/2 gehdren die Punkte (+ 4d, 0) auf der 2-Achse; 


da diese im Intervall + a@ liegen sollen, wird man auf jeden Fall 


0<d <a/4 
verlangen. 

Unter diesen Voraussetzungen stellt (25) wirklich eine Kurve mit dem charakteri- 
stischen Geprage der Hysteresis dar. Es handelt sich gemaf H. R., Abschn. 5, um 
eine elliptische Innenradlinie 6. Ordnung und 6. Klasse, die auBer den beiden Schnabel 
spitzen noch zwei imaginire Spitzen im Unendlichen mit der Ferngerade als gemein 
samer Tangente besitzt. Abb. 2 zeigt ihr Aussehen fiir die spezielle Konstanten- 
eae. Co. Oo = le: tae 1, 

(Hingegangen am 4, Mai 1948. ) 
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Beitraige zur Zugfeldtheorie diinnwandiger Plattenstreifen. 
I. und Il. Teil. 


Von F. Miiller-Magyari, Wien. 
Mit 4 Textabbildungen. 


Zusammentassung. Notwendige Erganzungen zu den bisherigen Arbeiten tiber die Zug- 
feldtheorie ausgebeulter Plattenstreifen. Wird fortgesetzt. 

Erster Teil: Bestimmung der Abgrenzung zwischen dem iiblichen wellenformigen Ausbeulen 
und dem zylindrischen Ausknicken unter kombinierter Beanspruchung. 

Zweiter Teil: Kritische Schubspannungen eines unendlich langen diinnwandigen Platten- 
streifens bei beliebiger orthogonaler Anisotropie. Beispiel: Sperrholz. 


Summary. Necessary complements of former publications concerning the tension -field- 
theory of buckled plate-strips. To be continued. 

First part: Determination of the limit between the usual wave-pattern and the cylindrical- 
pattern buckling under combined loading. 

Second part: Critical shear-loads of a thin plate-strip of orthogonal-anisotropic material 
and infinite length, the orientation of the main axes beeing arbitrary. E. g.: Plywood. 


Résumé. Compléments nécessaires aux publications précédentes concernant la théorie du 
champ de tensions diagonales. A suivre. 

Premiére partie: Détermination dé la limite entre le flambage ondulé habituel et le flambag 
eylindrique sous l’action de forces combinées. 

Deuxiéme partie: Fatigues critiques. de cisaillement d’une plaque infiniment longue et de 
la structure orthogonale-anisotrope pour une orientation quelconque des axes principaux. Exemple: 
contreplaqué. 


Es war H. Wagners Verdienst, zum erstenmal im Flugzeugbau ausgebeulte Plattenfelder 
(Stegbleche, Rumpfbeplankungen, Fligeldecken) als mit der konstruktiven Sicherheit vertraglich 
anzunehmen und in der ,,Theorie des idealen Zugfeldes“ eine erste Berechnungsmoglichkeit 
zu geben.’ Bekanntlich beult ein diinnwandiger Plattenstreifen unter Schubbeanspruchung 
nach Uberschreiten der sog. kritischen Schubspannung 1, in wellenférmigen schragen Falten aus 
und die Theorie des idealen Zugfeldes nimmt an, daf} die Plattenfasern in Richtung der Falten 
nur einachsig beansprucht werden (Hauptspannung o,). Sie vernachlassigt die Biegesteifigkeit 
der Platte und ist deshalb nur fiir sehr diinnwandige Bleche und grofBe Uberschreitungen der 
kritischen Schubspannung brauchbar. H. Wagner gab spater selbst, gemeinsam mit W. Baller- 
stedt? eine Erweiterung der ersten Theorie, indem eine nichtverschwindende Querspannung o, 
angenommen wurde, und zwar gleich der Schubspannung im Augenblick des Ausbeulens, o, = 
= — t, (Druckspannung). Durch diese Berechnungsart, die man gewohnlich als ,, Theorie des 
vollstandigen Zugfeldes* zu bezeichnen pflegt, ist ein stetiger Anschluf der Berechnung an 
dem Ausbeulpunkt gewahrleistet, was bisher nicht der Fall war. Ebenso wurden von beiden 
Verfassern auch gekrimmte Plattenstreifen im Zugfeldzustand betrachtet. Eine weitere Vervoll- 
kommnung gab E. Schapitz® in seiner ,,Theorie des unyvyollstandigen Zugfeldes‘, in 
welcher die Querspannung oy, als eine Funktion des Uberschreitungsgrades § = t/t, ange- 
nommen wird, da die Versuchsergebnisse (vgl. z. B. +) eine wesentliche Abhangigkeit des Spannungs- 
zustandes sowie der elastischen Eigenschaften des Zugfeldes von dieser GréBe erkennen lassen. 
Die Funktion o, = / (€) enthalt neben den éueren geometrischen und mechanischen Daten 
noch Kennwerte, welche aus Versuchsergebnissen einzusetzen sind (deshalb die Bezeichnung 
.unvollstandig‘‘). Besonders fiir kleine Uberschreitungen £, also in der Niihe des Beulpunktes, 
sind die Versuchsergebnisse wenig zuverlissig (Vorbeulen), in diesem Bereich untersuchten A. 


\ 


* H. Wagner: Ebene Blechwandtrager mit sehr diinnem Stegblech. Z. Flugtechn. 20, Nr. 8 
bis 12 (1929). 

> H. Wagner u. W. Ballerstedt: Uber Zugfelder in urspriinglich gekrimmten diimnen 
Blechen bei Beanspruchung durch Schubkrafte. Luftfahrt-Forsch. 12, Nr. 12 (1935). 

* E.Schapitz: Beitrage zur Theorie des unvollstindigen Zugfeldes. Luftfahrt-Forsch. 14, 
Nr. 3, 129 (1937). 

* R. Lahde u. H. Wagner: Versuche zur Ermittlung des Spannungszustandes in Zugfeldern. 
Luftfahrt-Forsch. 18, 262 (1936). 
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Kromm und K. Marguerre in einer theoretischen Arbeit® den diinnwandigen Plattenstreifen 
unter Langsdruck und Schub. 

Seit diesen Arbeiten und Erkenntnissen sind jedoch viele Probleme betreffend der Zugteld- 
theorie hinzugekommen. So z. B. beziehen sich alle Arbeiten auf das tiberkritische Verhalten 
des Plattenstreifens unter Schub und Lingsdruck, welcher Fall in der Praxis auch haufig vor- 
kommt. Genau so wichtig scheint aber auch die Untersuchung des quergedriickten Platten- 
streifens zu sein, wobei im folgenden unter Querdruck der Lastangriff in der Plattenmittelebene 
senkrecht zur Lingsrichtung des Streifens gemeint werden soll (nicht eine Last p senkrecht zur 
Plattenebene). Zwischen dem lingsgedriickten und dem quergedriickten Plattenstreifen ist aber 
im iiberkritischen Bereich ein wesentlicher Unterschied zu bemerken. Beult namlich ein diinn- 
wandiger Plattenstreifen unter kombinierter Lingsdruck-Sehubbeanspruchung, so entstehen 
jene bekannten wellenférmigen schragen Falten und ein stetiger Ubergang vom reinen Lingsdruck 
(Faltenwinkel » gegen die Liingsachse = 90°) zur reinen Schubbelastung (« ~ 45) ist vorhanden. 
Anders dagegen der quergedriickte Plattenstreifen unter Schub: Hier unterscheidet man zwei 
Moglichkeiten des tberkritischen Verhaltens. Bei tberwiegendem Querdruck knickt der Platten- 
streifen wie ein Eulerstab in Querrichtung aus, d. h. es bildet sich eine zylindrische Beulfliche 
und erst ein endlicher Schub ist erforderlich, um die schragen Falten des tiblichen Zugfeldes 
herbeizufiihren. Dieselbe Erscheinung tritt auch beim quergedriickten Plattenstreifen auf, der 
eine flache Kriimmung in der Langserstreckung besitzt (bis zu einer bestimmten Grenzkriimmung), 
ebenso beim Plattenstreifen unter kombinierter Langsdruck-Querdruck-Beanspruchung.® 7 

Es ist nun auferst wichtig im Falle der allgemeinen kombinierten Belastung zu wissen, ob 
,Zylindrisches Ausbeulen** oder wellenférmiges Ausbeulen (Zugfeld im gewéhnlichen Sprach- 
gebrauch) vorliegt, denn beide Zustiande zeigen véllig verschiedene elastische Eigenschaften, 
es sei hier nur an die Groen des scheinbaren Sehnengleitmoduls G,* = t/y und des 
Tangentengleitmoduls G,* = dr/dy erinnert, die fiir die Berechnung der Verdrehung bzw. 
der Drehschwingungen von Schalenkonstruktionen im ausgebeulten Zustand so bedeutsam sind. 
Diese beiden GroBen aber haben in den obenerwahnten Bereichen offensichtlich verschiedene 
Betrage. 

In zwangloser Folge sollen nun einige Probleme und Erganzungen der bisherigen Zugfeld- 
theorie behandelt werden. Der I. Teil beschaftigt sich mit der Abgrenzung der beiden iiber- 
kritischen Zustande, d. h. der kritische Wert der Schubspannung, bei welcher im tberkritischen 
Bereich Umschlagen von der zylindrisch ausgebeulten Form in die wellenférmige eintritt, wird 
in Abhangigkeit von den Randquer- und -langsdehnungen angegeben. Da es sich dabei um eine 
Fortsetzung der bereits bekannten Abgrenzung des unausgebeulten Zustandes gegeniitber dem 
ausgebeulten tiberhaupt handelt, wird auch hier die Bezeichnung ,,Beulfunktion” verwendet 
(die kritische Schubspannung oder allgemein ein kritisches Wertesystem als Funktion der auBberen 
Daten). In weiteren Fortsetzungen soll Durchschlagen des gekrimmten Plattenstreifens unter 
Schub untersucht werden, ferner Berechnungen iiber das Versagen der Versteifungsprofile (Pfetten, 
Rippen usw.). Zu diesem Zweck wird der in verschiedenen Varianten versteifte Plattenstreifen 
unter Schubbeanspruchung behandelt werden. Der II. Teil gibt dazu das spezielle Beispiel des 
orthogonal-anisotropen Plattenstreifens (unendlich engliegende Versteifungen) unter Schub bei 
beliebiger Neigung der elastischen Hauptachsen. Ferner soll das Versagen (Abreifien und Ab- 
scheren) an den Randern untersucht werden (Auftreten von Kraften aus der Beulverformung 
senkrecht zur Plattenebene) und andere Probleme mehr. 


I. Beulfunktion des unendlich langen ebenen Plattenstreifens 
unter kombinierter Belastung. 


1. Allgemeine Voraussetzungen und Annahmen. 


Es wird ein in x-Richtung unendlich langer Plattenstreifen konstanter Wandstarke s 
nach Abb. la betrachtet, der unter den auBeren (mittleren) Spannungen o, 4, 6,4, T4 
steht. Es werden nur gleichformige (konstante) Spannungsverteilungen betrachtet, 
wie man sie in der Praxis meistens vorfindet bzw. in erster Naherung annehmen kann. 
Das System der Randprofile sei gelenkig miteinander verbunden, die Haut sei jedoch 


5 A. Krommu. K. Marguerre: Verhalten eines von Schub- und Druckkraften beanspruchten 
Plattenstreifens. Luftfahrt-Forsch. 14, 627 (1937). 

6 A. Kromm: Knickfestigkeit gekriimmter Platten unter gleichzeitiger Wirkung von Schub- 
und Langskraften. Jb. dtsch. Luftfahrtforsch. 1, 832 (1940). 

7G. Schmieden: Das Ausknicken eines Plattenstreifens unter Schub- und Druckkraften. 
Z. angew. Math. Mechan. 15, 278 (1935). os 
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an den Querprofilen nicht befestigt. Infolge dieser Annahme kénnen die Falten 
ungehindert unter den Querprofilen durchlaufen, aber selbst wenn die Haut befestigt 
ware, so werden sich unter der Voraussetzung langer schmaler Felder, a» b, die 
kritischen Lasten infolge der kleinen Stérungen an den Querprofilen nicht viel gegen- 
iiber jenen im obigen einfachen Fall verandern. 

Fiir jedes Wertetripel (¢,4, ¢y4, Ta) ist nun anzugeben, ob der Plattenstreifen 
unausgebeult, zylindrisch oder wellenférmig ausgebeult ist. Es sind somit die Ab- 
grenzungen dieser /Bereiche in einem (0, 6, T)-Koordinatensystem anzugeben. Die 
Abgrenzung des unausgebeulten Zustandes gegentiber dem ausgebeulten tiberhaupt 
ist schon vollstandig bekannt, auch fiir gekriimmte Plattenstreifen.*.* Sehr einfach 
ist z. B. die von H. Wagner abgeleitete Naherungsformel fiir die Beulgrenze, aus der 


Fi ool 
Ii 
Hee bod oUF 


1 


—_— b(1-€yp) 


a b 


Abb. la und b. Der dinnwandige versteifte Plattenstreifen unter kombinierter Belastung. 
Koordinaten und Bezeichnungen. 


man die fiir die folgenden Untersuchungen wichtigsten Eigenschaften und numerischen 
Werte entnehmen kann: 


ign = (5 —o,/o* + > Vi — 4o,/o* (3 —o,/o* + > V1 —4o,/o0* ). (1) 
O,, 0, ..- Druckspannungen, 

t... Schubspannung, 
EL... Elastizitatsmodul, 
y ... Querkontraktionszahl (= 0°3), 
b ... Plattenbreite. 

Bezugsspannung: 

7 Es? 
~ 3 (1— ) 


* 


o* 


Man fihrt gerne die kritischen Spannungen unter den reinen Beanspruchungen 
(nur Langsdruck, nur Querdruck, nur Schub) als Bezugsspannungen ein, es ist dann 


Oxo = gas 
Cyg = a = 6g (gleich der Eulerspannung des quergedriickten Plattenstreifens), (2) 


4 = V2 o* (nach der Naherungstormel (1), genau t) = 1.334 o*, vel. FuBnote 6). 


Soll nun die Abgrenzung des zylindrisch ausgebeulten Bereiches gegeniiber dem 
normalen Zugfeld gefunden werden und die graphische Darstellung gleichsam an 
die bestehenden Beuldiagramme angeschlossen werden, so mu beachtet werden 
daB die Koordinate o,/c,) nicht mehr eine (bezogene) mittlere Plattenspannung 


8 H. Wagner: Uber Konstruktions- und Berechnungsfragen des Blechba i $ 
Ges. Luftfahrtforsch. 113 (1928). adie Rid cease 
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sein kann, denn im iiberkritischen Bereich des wie ein Stab ausgeknickten Platten- 
streifens unter Querdruck erhdht sich die mittlere Feldspannung praktisch nicht 
und ist deshalb als Parameter des Problems ungeeignet. An ihre Stelle tritt dann 
entweder die auBere Gesamtspannung 6,4 oder die Spannung in dem Randprofil o, 2 
(auch die Zusammenriickung der Langstrager éyr’ 6 kénnte als Parameter verwendet 
werden). Im folgenden wird fiir die Darstellung der Beulfunktionen die Rand- 
spannung o,p als Koordinate gewahlt, weil sich dann die Dehnung in y-Richtung 
und damit die Pfeilhdhe der Durchbiegung leicht angeben lassen. 


Es ist im iiberkritischen Bereich 
Oya (F, + 48) =o,r-F, +4,°a8, 


Ff, ... Querschnittsfliche der Querprofile, 
S, = 6,,)... mittlere Feldspannung in y-Richtung (bleibt im iiberkritischen Bereich 
konstant), 


Gy A (1 al Ny) = OyR of Gy “Tus (3) 
Hy = a8/F, ... Querschnittsverhaltnis. 


Im Falle starker Randprofile (Gurte) ist einfach 7, = 0 und o,4 = o,p. Ist der 
Plattenstreifen an den Randquerprofilen befestigt (genietet oder geschweiBt), so 
muB8 die Platte die Randdehnung mitmachen, in einem kleinen Storbereich erhéht 
sich die Plattenspannung bis zur Randspannung. Damit wiirde auch die mittlere 
Feldspannung im iiberkritischen Bereich nicht konstant bleiben. Durch Einfiihrung 
der ,,mittragenden Breite a,,°‘ laBt sich auch dieser Fall auf den einfachen vorher- 
gehenden zuriickfiihren: 


oya (1 + my) = oyn (1 + my), (4) 
(m — 9 ||| Definition der mittragenden Breite. 
a oR 
Analog ist in «#-Richtung: 
b 
Ora (1 +z) =OxR (1 ig “P-na); (5) 
bs. 
Dicom F,’ 


F, ... Querschnittsflache eines Langstragers. 


Jede Zugfeldtheorie hat stets neben den wichtigen Angaben tiber die scheinbaren 
Gleitmoduln auch die Gesetze tiber die mittragenden Breiten im tiberkritischen Bereich 
anzugeben, zahlreiche theoretische Untersuchungen und praktische Versuchsergebnisse 
liegen hier bereits vor (vgl. die bisherigen Literaturangaben'~*). 

Die beiden anderen Koordinaten fiir die Darstellung der Beulgrenzen kénnen, 
wie iiblich, die mittleren 4u8eren Spannungen sein, denn auch im zylindrisch aus- 
gebeulten Bereich gilt noch in einfacher Weise 


O74 = Car = Ons TA aayay (6) 


2. Querdruck und Langsdruck. 
Obwohl dieser Fall des Fehlens einer auBeren Schubspannung, t, = 0, in der 
Praxis weniger Bedeutung hat; mége er doch vorangestellt werden, um die Entwick- 
lung der Rechnungen zu zeigen. 
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Wahlt man in der Darstellung o,/o,, als Abszisse, o,/¢,9 als Ordinate, so wird 
die Abgrenzung des unausgebeulten Bereiches durch den oberen Teil der Parabel 


Oy /Fy9 =4 CF x/O x9: (1 os 6 »/O x0) (7) 
und der (lotrechten) Geraden 
6, / Oyo ub | (biswztc oso aie) (8) 


geliefert (positiv, wenn Druckspannungen). 
Fiir ein vorgegebenes Verhaltnis 


0. Cx|Cy =F Ox, 4/OyR 


und bei wachsenden Spannungen wird bei einem bestimmten kritischen Wertepaar 
(Gor ¢ y1) die Grenze des unausgebeulten Zustandes erreicht werden, und zwar fiir 
a< 2 pds Grenze zum zylindrischen Ausbeulen, andernfalls die Grenze zum wellen- 
formigen Bereich (Abb. 2). Hier interessiert nur der erste Fall. Wachst nun die 
Spannung in den Querprofilen weiter an, so nimmt der Plattenstreifen in Querrichtung 
trotzdem keine gréRere Last auf, wie bereits erértert wurde, sondern weicht einer 
weiteren Zusammenriickung der Langstrager aus, indem er sich in Querrichtung an- 
genaihert sinusformig durchbiegt. Bei einem bestimmten Uberschreitungsgrad 

— Sy R/Fy0 (9) 
wird jedoch nach der Voraussetzung des konstant bleibenden Spannungsverhaltnisses 0 
die Langsspannung o, bereits so groB sein und Ausbeulen in wellenférmigen Falten 
des flachgekriimmten Plattenstreifens herbeifiihren. Bei dieser kritischen Langs- 
spannung (diesmal aber im tiberkritischen Zustand) ist die Grenze des zylindrisch 
ausgebeulten Zustandes erreicht. 

Die naiherungsweise Annahme der sinusférmigen Verformung in Querrichtung 
wird eine gute sein, solange es sich nicht um zu grofke Uberschreitungen £ handelt. 
Auch bei zusatzlicher Belastung p senkrecht zur Plattenebene (z. B: infolge Tank- 
druck oder infolge der 4uBeren Druckverteilung aus den Luftkraften usw.) tritt bereits 
bei Annadherung an die kritische Querspannung o,,9 die sinusformige Verformung 
auf? und wird hier auch im tiberkritischen Bereich vorhanden sein, solange p nicht 
zu betrachtlich wird und eine Gegenkriimmung erzeugt. 

Die Pfeilhéhe f, der Durchbiegung ist mit den Bezeichnungen der Abb. 1b Re 
unter Vernachlassigung der Produkte und Quadrate der Debnungen 


4 
i a eae (S72 Saa)s 
éy, --.- kritische Druckdehnung im Augenblick des Erreichens der Beulgrenze des 
unausgebeulten Zustandes, 

éyr +--+ Vorhandene (Druck-) Debnung in den Querprofilen, 
und schlieBlich 

jgke see 

Ay ag ee ay 


Fir den flachgekriimmten Plattenstreifen konstanter Kriimmung x = 1/R (in 
Querrichtung unter gleichformigem Lingsdruck o,, und Schub t, hat D. M. a 
Le getti die zugehérigen Differentialgleichungen aufgestellt. Wie nun K. Marguerre” 


_ * K.Girkmann: Traglasten gedrickter und zugleich querbelasteter Stiibe und Platten. 
Stahlbau 15, 57 (1942). 

*° D. M.A. Legett: The elastic stability of a long and slightly. bent rectangular plate under 
uniform shear. Proc. Roy. Soc. [London], Ser. A 908, 62 (1937) 


™ K.Marguerre: Zur Theorie der gekriimmten Platte srober Formanderung. Jb. dtsch. 
Luftfahrtforsch. 1, 414 (1939). 


Beitrage zur Zugfeldtheorie diimnwandiger Plattenstreifen. 17 


gezeigt hat, gelten diese Gleichungen angenahert ebenfalls fiir den zylindrischen 
Plattenstreifen veranderlicher Kriimmung x = 1/R (y), sofern er nur als flach- 
gekrimmt betrachtet werden kann, d. h. wenn zwischen der maximalen Pfeilhdhe, 
der Plattenbreite 6 und dem mittleren Kriimmungsradius R, folgende Beziehungen 
bestehen: f) <b, b< Ry. Wenn W = W (y) die Gleichung des veranderlich gekriimm- 
ten Plattenstreifens darstellt, so ist die Kriimmung 1/R sinngemaé8& durch — W,, 
zu ersetzen. Derselbe Autor hat ganz allgemein die entsprechenden Gleichungen fiir 
eine in beiden Koordinatenrichtungen flachgekriimmte Platte W = W (a, y) auf- 
gestellt. Im folgenden wird eine Variante dieses Gleichungssystems angegeben, weil 
beriicksichtigt werden mu, daB im vorliegenden Fall die flachgekriimmte Platte 
durch Deformation einer urspriinglich ebenen Platte infolge der auBeren gleichformigen 
Spannungen 6,4, o,4, tT, (und eventuell noch infolge einer Gleichlast p aus dem 
Tankdruck usw.) entstanden ist. Die Gleichungen lauten in diesem allgemeinen Fall 
ausfiihrlich : 


AAD +H Ce gttes air Maye ines = 0, (11) 
KAA (W ag w) ar (Ox A ce. PD, 4) § CW ee ae Wax) at (Oy 4 aa 2, =) 8 (ye Fi Wry) ae 
——2Atg — D5) 8(W oy -P Wy) = 0. (12) 
W = W (a, y) ... Deformation unter dem Grundspannungszustand, 
w—w(a,y) ... Gusatzverschiebung im Augenblick des Umschlagens vom zylin- 
drisch ausgebeulten Zustand in den wellenformig ausgebeulten 
Zustand, 
@® ... Airysche Spannungsfunktion fiir die Zusatzspannungen (c, = ®,,,; 
o, = ®,, positiv als Zugspannungen, t = — @,,,), 
Gy 4, Oy 4 --- positiv, wenn Druckspannungen. 


Dabei ist noch zu beachten, dai gilt 
K AAW + 6248 Woe + Oya 8 Wyy— 2448 Wey = P, 


weil der Grundspannungszustand (p, 0,4, 6,4, T) einen Gleichgewichtszustand dar- 
stellt. In Gl. (12) konnen die Produkte ®,, sw, usw. gegentiber den anderen Aus- 
driicken vernachlassigt werden, da sie von héherer Ordnung klein sind, so da8 sich 
schlieBlich in dem hier vorliegenden Fall W = W (y) die Gleichungen ergeben: 


AAG + EW, Wee = 9, (13) 
K AAw + 6245 Wee + Sys 8 Wyy — 274 8 Wey— Does Wy, =9 (14) 
mit 
W=fosin = 9; cya = 09 = PE H/12 (L— VF) P= K vfs B. 
In dem zuerst zu behandelnden Fall +, = 0 erhalt man also 
7 AAS — wes sin =e 2 Wie == 0s (15) 
K Adee + 058 Wee + K 2 -w,, + 297 ain 72 - ®,, = 0. (16) 


Das sind zwei gekoppelte lineare partielle Differentialgleichungen vierter Ordnung 
mit veranderlichen Koeffizienten. Fiir die Randbedingungen der Verschiebungen % 
und v (in «#-Richtung bzw. y-Richtung) gibt es mehrere Moglichkeiten, fiir y = 0 
und y= b: 

x) u=0, ®,, =0; dehnsteife, aber biegeweiche Langstrager ; | 
pf) u=0,v=0; vollkommen starre Langsprofile; Haften; (17) 
vy) v= 0, ®,, = 9; in y-Richtung unverschiebliche Langstrager; Gleiten ; | 


Ingenieur-Archiv IV, 1. 
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die Randbedingungen fiir die Zusatzverschiebung w = w (x, y) kénnen lauten fiir 
=O und Ye 

x) w =0, wy, =9; inz-Richtung unverschieblich, aber gelenkige Lagerung; | (18) 
fp) w=0, w, =0;  starre Einspannung. 

Die tatsachliche konstruktive Ausbildung wird immer zwischen den obigen Grenz- 
fallen liegen. Eine umfangreiche Rechnung zur genauen Erfiillung vorgeschriebener 
Randbedingungenyist nicht lohnend, da die erhaltenen Resultate stets nur angendhert 
mit den Versuchswerten tibereinstimmen (Vorbeulen, ungenaue Erfiillung der strengen 
Randbedingungen usw.), deshalb werden fiir die folgende Rechnung jeweils jene 
Randbedingungen zugrunde gelegt, welche einen besonders einfachen Ansatz erlauben. 

Der Ansatz fiir © und w lautet: 


(oe) 

@® = sin aE DA, cos =e4, (19) 
n=0 

w = sin ar D/O sin ae 2 (20) 
n=1 


er erfiillt die Randbedingungen (17 y) und (18 «). Durch Einsetzen von (19) und (20) 
in (15) erhalt man 


— Ef, gp 
A. ae ee (Wigner Osh) 1 =O TD as (21) 
wobei ad) = 0, a_, = —a, zu setzen ist, 6 = b/l ist die bezogene reziproke Halb- 
wellenlange. Mit der Abkiirzung 
joe 
Pn = TR nee (22) 


erhalt man durch Einsetzen in (16) folgendes unendliche Gleichungssystem dreigliedriger 
Gleichungen fiir die a,: 


1 nr 
— Gy 2° O Pn-1 +4 Gh ee +. © (Pn 4a — Vasa) — 
— On 42° ® Pnsi1 = 9. (23) 


Die Groé8e wm = 3 (1 — »*) f,?/s? bezeichnet man als Krimmungsbeiwert. Unter Beriick- 
sichtigung von (10) wird sie 
o=éE— I, 


Wie man sieht, zerfallen die Gl. (23) in zwei Gruppen, welche einmal zur symmetri- 
schen Ausbeulform gehéren (n = 1, 3, 5...) und dann der polarsymmetrischen (anti- 
metrischen) Beulform entsprechen (n = 2, 4...). (Man vergleiche”, wo die analogen 
Rechnungen, aber ohne Querdruck und nicht im Hinblick auf die Abgrenzung der 
beiden Beulbereiche angestellt wurden.) Die Gleichungsdeterminante gleich Null 
gesetzt, ergibt die Knickbedingung, im allgemeinen geniigen die beiden ersten Nahe- 
rungen, fiir gréBere Uberschreitungen sind dann auch noch die zweiten Naherungen 
heranzuziehen usw. Die ersten Naherungsausdriicke lauten im symmetrischen 


Fall: l 
Dy = 0 = (9) —4.0,/0* + © (2 Go + $2) (24) 
im antimetrischen Fall: 
1 
Dy = 0 = (1 4g) —4 0,/0* + 0 (ps + 99). (25) 


Sie stellen in der graphischen Darstellung der Abb. 2 Geradenscharen mit dem Schar- 


* K. Marguerre: Der Einflu8 der Lagerungsbedingungen. Jb. dtsch. Luftfahrtforsch. 1, 
867 (1939). 
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parameter 6° dar. Ihre Einhiillende gibt die Mindestspannungen o, an, bei denen 
der zylindrisch ausgebeulte Plattenstreifen in den wellenférmig ausgebeulten umschlagt. 
Fir den gezeichneten Bereich, etwa bis zur 25fachen Uberschreitung der kritischen 
Querdrucklast nach Euler ist nur einbogiges Ausknicken, d.h. die symmetrische 
Beulform maBgebend. Dieser Bereich wird auch im allgemeinen fiir die praktische 
Anwendung ausreichend sein. In Abb. 2 ist ferner noch fiir die kritischen Mindest- 
spannungen das zugehérige f = b/l aufgetragen. Am Anfang gilt fp? ~ /20 und 


\ 


4 | 
we | E | 
SS br r yr ‘ | 4 
ai wellentormiges Ausbeulen 
Ss is = 4 


SY 


+ 


| | 


zylinodrisches Ausbeulen 


8 
ae 
N 
Q 
“a 
2 
Druck =TyR 
20 kk i20 b= Oyo 6 mu 12 10 8 6 y zn) Zug 
; _ 
2 a ey FB 10 5 0 Yoyo 


Abb. 2. Langs- und Querdruckbeanspruchung. 


man erkennt, daf der gekriimmte Plattenstreifen unter Langsdruck mit wachsender 
Kriimmung (wachsende Uberschreitung der kritischen Querdrucklast) in immer kleiner 
werdenden Halbwellen ausbeult (er ,,knittert‘‘). 


3. Abgrenzung des zylindrisch ausgebeulten Bereiches unter Querdruck 


und Schub. 
Die Gleichungen lauten nun 
Ejgm . 7 
AAD — - ee -sin ~e Ah Be (26) 
2 2 
K AAw—2t8swWwz,+ K a Wyy + ie sin ae air ten Oe (27) 
Der Ansatz (19) und (20) wird nun erweitert: 
co lee) 
Ph ea oh BCU eS LOTS 2 
Pin a 4008 5 tT C08 am Bn cos —> (28) 
ie n= 
co co 
== sin aD A, sin” 5 Y 4 cos wD bn sin ~se, (29) 


n=1 Ww=1 
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so daB die zu erwartende schrage Faltenbildung beriicksichtigt wird. Ganz analog 
den obigen Rechnungen ist 


— 
Ay — Zaks “Pn (a, +1 —Gn -1); | 
(30) 
—EH 
B, =— a Pn (Cea = On =a) | 
und unter Beriicksichtigung der bekannten Reihenentwicklung 
oo 
: 4 n- Mary 
mM > COS =* a yl — sin 3H n +m ungerade 
ee 
ergeben sich schlieBlich die beiden Gleichungssysteme fiir a, und 6,: 
‘ (eve) 
1 32 ee ST ee 
On, (-- =H v0) aE a (t/o*) pm nt —m GER (31) 
+ © [—Gns2Pn41 + On (Pnga + ee Seek ee 
1 “7 nm 
ba (2 ato) — 2 ol) 5S tant 32) 
ait 2) = b, +2 Pn +1 = Dy (Pn +1 ae Pn 2S) a Dy 3 Pn -11 = 0; 
Vines 


n +m ungerade. 


Man erkennt, daB die beiden Gleichungssysteme in ein einziges zusammengezogen 
werden kénnen, wenn 


a, =(— 1b; b, Sag (33) 
gesetzt wird. Somit lauten die drei ersten Gleichungen 


1 Soe Se ees 2, 
ay (= — 9) + © (2 0 + 2) fae oe OBS a a 


Py 


ay4 | 4e Ths 4 1 3 T fb 
i aes Pee eH B 3 tr As (G40) +o (1 + Ps). r As ot OB ap Os (34) 
Soe LT iO) pl 
— Ay @ Pg + ie ee Be as|( J 976] + @ (~2 + a) = 
Bezeichnet man mit 7, 7, T;...die Glieder der Hauptdiagonale, so sind die 
beiden ersten Naherungen: 
5 gee oe : “4 
(t/o*)? cme 322. 92 , B ‘ a D5 (35) 
We eget i Eee 
(cjo*)n* = gos P* 3g 7 ; (36) 
O65 74) On eeemaguegcs 


Der Unterschied zwischen der ersten und zweiten Naherung ist fiir groBere 
w-Werte beachtlich, so da® fiir ein genaueres Resultat weitere Gleichungen hinzu- 
zunehmen sind und der Rechenaufwand steigt. Im Hinblick auf die praktischen 
Uberschreitungen der kritischen Querdrucklast und der unvermeidlichen Streuung 
der Versuchswerte gentigen der in Abb. 3 angenommene Bereich und die obigen 
Naherungen. Die Zahlenrechnungen zeigen, dali die bezogene reziproke Halbwellen- 
lange B = b/l, welche zu den kritischen Mindestspannungen gehort, mit wachsender 
Kriimmung gegen Null strebt. Das heift, der stark gekriimmte Plattenstreifen unter 
Schub beult in langen, gegen die w-Achse flachgeneigten Wellen aus, wahrend er 
bei reinem Langsdruck, wie oben gezeigt wurde, in kleinen kurzen Wellen ausbeult. 
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Das hat zur Folge, da8 nun bei kombinierter Langsdruck-Schub-Beanspruchung 
bei starken Kriimmungen (in dem vorliegenden Fall also bei sehr groBer Uberschreitung 
der kritischen Querdrucklast) die beiden Beulformen sich nicht mischen k6énnen. 
Fiir den Anfangsbereich der Kriimmungen (w ~ 25 — 50) ist jedoch diese Erschwernis 
von untergeordneter Bedeutung, und man kann eine fiir die Praxis hinreichend genaue 
Abgrenzung des zylindrisch ausgebeulten Bereiches gegeniiber dem gewohnlich aus- 
gebeulten Zugfeldbereich bei der allgemeinen Langsdruck-Querdruck-Schub- 
Beanspruchung in der folgenden Weise geben: Fiir eine festgehaltene Quer- 


7 | a | ] es] 
sae Lis es yratad cure | ’ 
Aig | a i | IL 
ing =| les Ee sich “ic 3 
2 1 | 1 | SST se + 4 
5 ane anenie = ra | la Rg 


a Uy 
25 20 eee 70 5 0 Y/ 7p 
Abb. 3. Querdruck und Schubbeanspruchung. 


beanspruchung wird die Grenze des unausgebeulten Zustandes bei Langsdruck- und 
Schubbeanspruchung stets durch die Parabelgleichung 
(t/t)? = | — Cx/O x x (37) 
dargestellt. Dabei bedeuten 1, die kritische Schubspannung unter reinem Schub 
und o,, die kritische Langsdruckspannung unter reinem Langsdruck, aber bei der 
festgehaltenen Querspannung. Wie nun in® gezeigt wird, gilt diese Beziehung (37) 
auch fiir kreisformig gekriimmten Plattenstreifen mit guter Annaherung. Es ist 
deshalb naheliegend, auch in dem hier behandelten Fall des sinusformig: gekrimmten 
zylindrischen Plattenstreifens, wie er durch Uberschreitung der kritischen Quer- 
druckdehnung entsteht, bei der allgemeinen kombinierten Belastung Gl. (37) als 
Naherung anzunehmen. Die Spannungen 1, und o,,, sind dann aus den Diagrammen 
der Abb. 2 und Abb. 3 zu entnehmen, welche jeweils nur die Querdruck-Langsdruck- 
und die Querdruck-Schub-Beanspruchung angeben, und zwar fiir einen festgehaltenen 
Wert der Uberschreitung &. 
Damit ist die vollstandige Abgrenzung des zylindrisch ausgebeulten Zustandes 
eines unendlich langen ebenen Plattenstreifens unter kombinierter Beanspruchung 


formelmaBig und numerisch gegeben. 


bo 
bo 
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Il. Schubbeanspruchung des diinnwandigen Plattenstreifens 
bei beliebiger orthogonaler Anisotropie.’® 


1. Einige wiederholende Bemerkungen aus der Elastizitatstheorie 
orthotroper Medien. 


Liegt ein diinnwandiger orthotroper (orthogonal-anisotroper) Plattenstreifen unter 
Schubbeanspruchung vor, wobei aber die maSgebenden Schubkrafte nicht nach berden 
Richtungen hin gleich gro8 sind, so kann man in einfacher Weise ,,leicht bauen“, 
wenn man die Hauptrichtung (Richtung der gréReren Dehn- und Biegesteifigkeit) 
nicht senkrecht zu den Langsrandern annimmt, sondern so anordnet, dai entgegen 
der gréBeren Schublast die gréBere Steifigkeit Widerstand leistet. Rein tiberschlagig 
ordnet man dann bei Sperrholzfliigeldecken (Sperrholz und Vielschichtholz sind die 
in der Praxis am haufigsten angewendeten Beispiele orthotroper Medien) die Faser- 
richtungen unter 45° an, weil auch hier die bedeutend gréBeren Schubfliisse nur in 
kopflastiger Richtung wirken. Seltsamerweise liegt fiir den Fall der geneigten elasti- 
schen Hauptachsen keine Berechnung der kritischen Schubspannung vor, wahrend 
die obenerwahnte symmetrische Lage hinreichend behandelt wurde.1* Diese kleine 
Liicke soll nun geschlossen werden, wobei die Untersuchungen in einfacher Weise 
gefiihrt werden, stets im Hinblick auf die praktische Verwendbarkeit, denn eine 
komplizierte Theorie hat bei der Streuung der Versuchswerte, wie sie z. B. bei Sperrholz 
auftritt, wenig Sinn und tauscht nur eine nicht vorhandene Genauigkeit vor. 

Betrachtet man eine ebene anisotrope Scheibe, welche nur durch Krafte in ihrer 
Mittelebene belastet wird, wie es z. B. der Plattenstreifen unter Schubbelastung 
vor dem Ausbeulen ist, so kann man das elastische Potential J7 als homogene 
quadratische Funktion der Verzerrungen ansetzen: 


- 1 j 1 f 1 : 
i = 9 “Al fe 3 (22 oy ae g Cas VP = Cia By Sy t- Cag En Y an Cay Og Ps (1) 


wobei die c;, als Elastizitatsmoduln bezeichnet werden. Die Verzerrungen driicken 
sich in der itiblichen Weise durch die Verschiebungsableitungen aus (linearisierte, 
klassische Theorie). Sind insbesondere x und y elastische Hauptachsen x und: y 
(orthogonale Anisotropie), so reduziert sich (1) auf den folgenden Ausdruck mit 
nur vier Konstanten ¢; ,: 


eae They ee ort es tae 
IT = 9 Cues + ge Canty + 3 Cas Y* + C12&5 &- (2) 


Ganz analog kann man // durch die Quadrate und Produkte der Spannungen aus- 
driicken : 


1 ] 1 
iT = = SiOx rye oy sy O38 T + 812 Og Ty + 81g On T + Sag Gy T, (3) 
x, y elastische Hauptachsen, 
Tie ee 1. panty) 1 -, ae 
ff = 43 819% + 5 S22 95 Tet + S812 0% Oy. (4) 


Durch Differentiation nach den Verzerrungen bzw. nach den Spannungen folgen das 
verallgemeinerte Hookesche Gesetz bzw. die Umkehrung. Im allgemeinen erzeugt 
reiner Zug oder Druck in einer Richtung neben den Querkontraktionen auch noch 
Gleitungen und anderseits reiner Schub auSer den Gleitungen auch noch Dehnungen. 


*% Die Formelnummerierung soll in jedem Teil neu beginnen, wihrend die Literaturhinweise 
weiterlaufen, um unnétige Wiederholungen der verwandten Literatur zu vermeiden. 

4 E. Seydel: Uber das Ausbeulen von rechteckigen isotropen und orthogonal anisotropen 
Platten bei Schubbeanspruchung. Ingenieur-Arch. 4, 169 (1933) und die darin gemachten Literatur- 
angaben. 
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Die Elastizitatskoeffizienten s,;, bezeichnet man im Hauptfall lieber mit 
= = 1 4 1 ba aes % s 
Si ya, 8 ae 7 833 = "> os sap é (5) 

b- a Y b, E; 
Dementsprechend sind dann die ¢; ;: 

a E_ EK. as ae Jee y- He 
ey) = —— _; 6545 Ree ait gy se Gt Cg ee ee 6G 
11 1—», », ? 22 1—»r, » > 33 12 1—», vy iT Va% ( ) 
Zwischen den vier Konstanten H;, Ej, vz, vz gilt nach dem Bettischen Reziprozitats- 
theorem: 
vz Hs; = Va Es. (7) 


Im Hinblick auf den Baustoff Holz (Sperrholz, Vielschichtholz) sei die ¥-Achse 
immer als die Langsachse bezeichnet, dementsprechend die z-Achse als die Quer- 
achse. Fiir Sperrholz (Buche, drei Lagen, Gesamtwandstarke s = 0°8 bis 1:5 mm) 
ist annahernd: 


Eiings = 120000 kg/em?; ~~ Lguer = 60000 ke/em?; (8) 


Sei nun 2, y ein rechtwinkliges Koordinatensystem, welches nicht mit den elasti- 
schen Hauptachsen zusammenfallt und « der Winkel zwischen der x- und x-Achse 
(Abb. 4), so driicken sich die c,;, bzw. s;;, durch die quergestrichenen Groen folgender- 
maBen aus: 


Yr 


z= %~ 9. 


Cy, =.€4, COS* &% + Cop sin* «% + | $1, = 8, COS* & + Sgg sin* « + 
+ (4 gg + 2 Cy) cos? « sin? «, ( + (8 3, + 2 81.) cos? « sin? «, 
Coo = Cop COS* &% + Cy, sIn* w% + Soo = Sao Cos* «% + 8, sint « + 
+ (4 Cg, + 2 12) cos? x sin? «, + (833 + 2 S81.) cos? x sin? «, 
Cg3 = C33 COS* « + Cy, Sint « + (C,, + S33 = S33 COS w + Sg, sin? « + (4 8,, + 
+ €a,— 2 C33 — 2 C,2) cos? x sin? «, + 4 89, — 2 833 — 8 8,2) cos? « sin? «, 
Cy = Cyq COS* & + Cy Sint w + (C4, + | 849 = $y, COS* ~ + 8. sin* w + 
+ Cy. — 4 C35) COS” « sin? «x, + (811 + S22 — S33) Cos? « sin? «, 
Cig = (€4, — 2 Cyg — C2) COS® & SIN & + 815 = (2 81, — 83g — 2 82) cos? w& sin ~ + 
+ (— Cg + 2 Cg3 + C12) COS x sin? x, | + (—2Sg9-+ Sgg+ 28,2) cos « sin? x, 
Cog = (— Cog + 2 Cyg + Cig) COS? w SIN ~ + | Sag = (— 2 Saq + S33 + 2 849) COS? & SiN w + 
+ (€,, — 2 Cs, — ¢42) cos « sin’ «. + (2 81, — 833 — 2 8,2) cos « sin? &. 
(9) 


Bezeichnet man wieder mit 1/s,, = #, den Elastizitatsmodul in x-Richtung usw., 


so kann man diese Werte bei gegebenen Hauptwerten und gegebenem Winkel «° 
nach den Transformationsformeln (9) berechnen und mit den tatsachlich gemessenen 
Werten vergleichen. Versuchstechnisch wird meistens « = 45° gewahlt und die 
entsprechenden Werte mit ,,diagonal‘‘ bezeichnet. Es ist z. B. nach (9) fiir Sperr- 
holz “(8:5 = 0): 


1 1 1 1 1 
—_ = — {— = ie =) Ea = 3°5- 104 kg/cm?, 
EB diagonal 4 Exsngs Eyuer G ie re ate 8/ (10) 
Gisnes-quer = 1-10 kg/em?; 
1 1 ] 
z. Les ae Gaisgon,1 = 4° 104 kg/om?. (11 
Gatagonal Bvings LT Or ae ee B/ 


Die ausgefiihrten Messungen (vgl. z. B.1°) bestatigen alle diese Zusammenhange. 


6 H. Hertel: Die Schubmoduln von Furnier und Sperrholz. Luftfahrt-Forsch. 9, 135 (1932). 
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Fiir den unter gleichformiger auBerer Schubbeanspruchung stehenden Platten- 
streifen mit beliebig geneigter orthogonaler Anisotropie kann man zwei extreme 
Falle unterscheiden, und zwar a) die Langskanten (Langstrager) sind in y-Richtung 
als Ganzes vollkommen frei verschieblich, o, =o, = 0, t + 0; b) vollkommen fest- 
gehalten, o, = 0, ¢, = 0, t + 0. Im zweiten Fall entsteht bis zur Erreichung der 
kritischen Schubspannung 7, eine Querspannung o, vom Betrage 

O, = ak (12) 


Soo 


Beim Erreichen der kritischen Schubspannung 1, wird der Plattenstreifen ausbeulen. 
Fiir die im Augenblick des Ausbeulens auftretende (unendlich kleine) Zusatzverschie- 
bung w senkrecht zur Plattenmittelebene ergibt sich unter den iiblichen Voraus- 
setzungen der Plattentheorie diinnwandiger Platten die Differentialgleichung : 


53 
12 [ey Weaxa aig 4 C43 Wreray + (2 C12 a 4 C33) Wrauy = 4 Co3 Wryyy + Coo Wis von z 


= Oxn 8 Way +2THKS Way + FyK 8 Wyy- (13) 


Fiir die w-Randbedingung an den Langsrandern y = 0 und y = h sei die einfachste 
Annahme getroffen, namlich w= 0 und w,, = 0. In x-Richtung (Langsrichtung) 
wird einfach Periodizitat gefordert. 

Sind x und y elastische Hauptachsen x und y und setzt man fiir die c; ,, die Werte (6) 


ein, so erhalt man die Gleichung 
KzWssgq + (vg Kg + vg Ky + 2 Kea) Wzzxe + Ag Maza — P(® Y) = 95 
Pe SHUN 5 AP see ee Cee ee as 
ie 12 (1 — vg ry) ’ a 12 (1— v3 25) ’ KG “12? 
die bereits M. T. Huber’ abgeleitet hat. 


2. Berechnung der kritischen Schubspannung mittels der energetischen 
Methode. 


Zur Lésung des vorliegenden Problems soll jedoch nicht von der Differential- 
gleichung (13) ausgegangen werden, sondern es wird die Energiemethode benutzt. 
Der Ausdruck /7®) der quadratischen Anteile der Formanderungsenergie beim Ubergang 
von der ebenen unausgebeulten Lage zur ausgebeulten gekriimmten Lage setzt sich 
aus zwei Anteilen zusammen, aus der Formanderungsenergie der Zusatzspannungen 


P21 rh 
[1 See eee 9 
TsO (Cy Wee 2s Won Wen 1 2 Cem ne 
OY Oe 
2 
+ 4 C53 Way? + 4 Cog Way Wyy + Cop Wy?) du dy (14) 


und aus der Arbeit des Grundspannungszustandes 
2 


oO s 

(2) ae eet Re 
HO) = 2 
O 


, r2l rh 


e es 
| wed«xdy + “| |v." dx dy + 


Oe OY Oe 
Te °21 ph (15) 
+2 , \e. w, dx dy. 
OY Oe 
Es wird nach Ritz fiir die Zusatzverschiebung w = w (x, y) der Ansatz 
a aries Sn oO) 
(jteee yc hae Si 
f-sin 7 (%¥—m y) > sin ; (16) 


ts M.T. Huber: Probleme der Statik technisch wichtiger orthotroper Platten. Warschau. 
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bo 
Or 


mit den Freiwerten 


LOsiea eam eee Ss Halbwellenlange der Beulflache, 
m = ctg B; B ... Faltenwinkel gegen die «-Achse 


gemacht, den schon H. Wagner® im isotropen Fall benutzt hat. Dieser Ansatz er- 
fillt an den Langsrandern die Bedingung w = 0, nicht aber w, , = 0, trotzdem liefert 
er im isotropen Fall einen nur um 6°% zu hohen Naherungswert gegeniiber dem genauen 
Wert der kritischen Schubspannung. Die Abweichungen kénnen auch im anisotropen 
Fall nicht gro sein, jedenfalls liegen die dadurch bedingten Ungenauigkeiten unter 
den Schwankungen der Elastizitatskonstanten fiir das wichtigste anisotrope Bau- 
material, namlich Holz (Sperrholz, Vielschichtholz), so da die erzielten Ergebnisse 
in diesen Fallen ohne weiteres anwendbar sind. 
Setzt man (16) in (14) ein, so erhalt man 


(17) 


est h{l : 2 ne 
[f,® = cs mt qpalicmea: am 2 Cyp Mm + (Cyp + 2 C35) (mM? + A?) — 
— 2Cs5, m (m* + 3 2?) + . Can (m* -— 6m? 7? =A), (18) 


2 = I/h ... bezogene Halbwellenlange. 


Zur Berechnung von (15) hat man die beiden obenerwaihnten Falle zu unterscheiden. 
Fall a) 62, = 6, = 9, tT, + 0 (frei verschiebliche Langsrander) : 


6 1 hae sh? 
7,2 = =| ‘who 2m es : (19) 
Balk) den = 0.0,5.= ==". Ts Ty + 9 (in y-Richtung starre Langstrager): 
22 
‘ u h s 9 9 Tr s h2 ¢ 
(2) = el LENS TD (ao 2 2 Beret 20 
i; Fe cicm scat eile otc lea m 2: 2 (20) 
Vorderhand soll nur Fall a behandelt werden. Die Beulbedingung wird 
2 i ¢ 2 : 
a es Ss cia [c,, — 4 ¢yg m + (2 Cyg + 4 C33) m? — 4 Cog m3 + Cop m4] + 
1 i 
sa ee (2 Cyy + 4 C33) — 12 Cog m + 6 Cop m*| + C22 oa 


und zusammen mit den Bedingungen 0éu/0/? = 0, éu/om = 0, welche an Stelle der 
iiblichen Minimalforderung 6/7 = 0 treten, ergibt sich schlieBlich in komprimierter 


oe p=ptq L= mop; (21) 
I 4¢ 1 2 Cy + 4 C55 BGs vice be aval ; 
5 ie ae 7 ! Le ale as =" m | me ; (22) 
at Ves Co 4 Ven Coo C41 29 
a Se ee in (23) 
Vien Co oe *Y/ 614 Co9° 
- 2 th? h ea os daar 
f= et ; A=A *y Cy9/C14; mM =m V Cos/Ca; (24) 


7 8% * C1 Cag 
u, 2, m sind als reduzierte bezogene GroBen zu bezeichnen. Fiir den Cotangens 
es Faltenwinkels bzw. fiir m erhalt man eine algebraische Gleichung von nicht weniger 
als acht Grade. Es ist natiirlich unzweckmafig, diese Gleichung aufzulésen, sondern 
man wird die kritische Schubspannung t, bzw. « in Abhangigkeit von m auftragen 
und den Minimumswert graphisch feststellen. Abb. 4 zeigt die fiir Sperrholz erhaltenen 
Ergebnisse, und zwar wurde die kritische Schubspannung in der Form 


{ 100s \? OK 
T, = % (3) (25) 
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angesetzt, wobei x die Dimension (kg/cm?) besitzt, 


ae 
ee ae 44 Cy Co9° * 104 (26) 


und die GréBe x jeweils radial in Richtung der Langsfaser aufgetragen. Kiner Um- 
orientierung der Schubrichtung entspricht die Vertauschung «° — — «° und man 
kann nun in jedem konkreten Fall gimstigere Faserrichtungen ermitteIn, wenn die 
Schubbeanspruchungen nicht nach beiden Richtungen gleich groB sind. 


Abb. 4. Kritische Schubspannungen eines unendlichlangen Plattenstreifens bei beliebiger ortho- 
gonaler Anisotropie. Beispiel: Sperrholz, H (langs) = 120000kg/em, E (quer) = 60000 kg/cm, 
G (langs-quer) = 10000 kg/cm. 

Die aus der Arbeit von E. Seydel entnommenen genauen Werte sind durch einen ° gekenn- 
zeichnet. 


Was den anderen Fall b betrifft (in y-Richtung unverschiebliche Langsrander), 
so lautet die Beulbedingung 
(mo + 1P + 24[p d—q(m 6 +1))+ €¢—Pp)=0 (27) 
mit 


2 


m [v(m & + 1)—q), Sa ees: 
mr ery Tie Mek ee (28) 
Die Auffindung des zugehérigen m-Wertes geschieht wieder am besten graphisch, 
jedoch soll hier auf die zahlenmaBige Wiedergabe der Ergebnisse verzichtet werden. 
Folgende Tatsache mu8 besonders beachtet werden: unter gewissen Umstanden kann 
der Plattenstreifen unter Schubbeanspruchung in eine einzige unendlich lange Halb- 
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welle ausbeulen, der Wellenkamm verlauft dann parallel zu den Langsrandern und 
man spricht vom zylindrischen Ausbeulen (zum Unterschied vom schragen wellen- 
férmigen Ausbeulen im normalen Fall) oder auch vom Eulerknicken des Platten- 
streifens in Querrichtung (diesmal aber infolge Schub). Das ist eine indirekte Folge, 
wonach bei orthogonal-anisotropen Scheiben beliebiger Faserneigung unter Schub- 
beanspruchung und bei starr festgehaltenen Langsrandern Querdruckspannungen 
entstehen kénnen, welche den Plattenstreifen zum Ausknicken bringen. Die zugehdrige 
kritische Schubspannung soll mit 1, (Euler) bezeichnet werden und berechnet sich 
leicht direkt aus der Differentialgleichung (13), wenn man mit dem vereinfachten 
Ansatz w= w(y) =f-sinzy/h eingeht, oder aus (28), indem der Grenziibergang 
2 —> co vorgenommen wird: 
2 2 

| t, (Euler) = cos C30 (;,} ‘ (29) 
Ergibt sich fiir t, (Euler) nach der obigen Formel ein negativer Wert, so tritt Aus- 
knicken nur bei der umgekehrten Schubrichtung ein. Dieser Wert stellt nach dem 
allgemeinen Theorem eine obere Schranke fiir die tatsachliche kritische Schubspannung 
dar, nachdem aber bereits diese obere Schranke unter Umstanden ziemlich geringe 
Werte annehmen kann, ist der Fall der starr festgehaltenen Langsrander wesentlich 
ungunstiger zu bezeichnen als der zuerst behandelte Fall der vollkommen frei ver- 


schieblichen Langskanten. 
(Hingegangen am 12. April 1948.) 


Kippsicherheit des kreisférmig gekriimmten Tragers 
mit einfach-symmetrischem, diinnwandigem und offenem Querschnitte 
bei gleichmaBiger Radialbelastung.' 


Von K. Federhofer, Graz. 
Mit 1 Textabbildung. 


Zusammenfassung, Die bekannten Untersuchungen iiber die Kippstabilitat eines kreisférmig 
gekriimmten Tragers gelten nur unter der Voraussetzung, daB der Querschnitt ein schmales 
Rechteck sei. Die vorliegende Arbeit behandelt das Problem fiir den gekrimmten Trager mit 
einfach symmetrischem, dimnwandigem, offenem Querschnitte. Es werden festgestellt die Ein- | 
fliisse des W6lbwiderstandes, der Lage des Schubmittelpunktes sowie eines elastischen Ver- 
schiebungs- und Verdrehungswiderstandes. 


Summary. The well-known investigations on the lateral buckling of a circular arch are only 
valid with the assumption of a strip with a narrow rectangular cross section. The present paper 
deals with the theory of this problem by supposing a cross section with only one axis of symmetry, 
thin-walled and open. The paper gives the influences of the warping-rigidity, the position of the 
shear center and of an elastic resistance against gliding and rotation. 


Résumé. Les résultats des recherches bien connues sur la stabilité au déversement d’une 
poutre & courbure circulaire ne sont valables que dans le cas d’une section rectangulaire étroite. 
Le présent mémoire traite du cas d’une poutre incurvée 4 section ouverte, & paroi mince et possédant 
un seul axe de symétrie. On a établi de plus quelle est l’influence de la résistance due @ la courbure 
de la position du centre de cisaillement et des résistances élastiques de glissement et de la torsion. 


Einleitung. 


Die kreisférmige Stabachse ist die Gleichgewichtsform des Stabes bei radialer 
gleichmaBiger Belastung g. Die unter dem Einflusse der rein axialen Druckkrafte 
entstehende Achsverkiirzung denken wir uns bei zunachst radialverschieblichen Enden 
des Bogens bereits vollzogen. In dieser Ausgangslage sei a der Halbmesser des Bogens, 


1 Herrn Richard Grammel zum sechzigsten Geburtstage. 
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dessen Enden nunmehr unverschieblich festgehalten werden. Zur Beurteilung 
der Kippsicherheit des Kreisbogens mit einfach-symmetrischem Querschnitt und sehr 
verschieden groBen Haupttragheitsmomenten ist die Kenntnis jenes kritischen 
Wertes q,, erforderlich, bei dessen Uberschreitung dieses stabile reine Druckgleich- 
gewicht nicht mehr bestehen kann und eine unendlich benachbarte ausgekippte 
Gleichgewichtslage entsteht. Dabei miissen natiirlich die Abmessungen des Quer- 
schnittes solcherart sein, daB nicht schon vor Erreichen der Kippgrenze eine Beulung 
des Bogens in seiner Ebene moglich war. Der fiir die Kippinstabilitat maSgebende 
kleinste kritische Druck 4, des Bogentragers und Kreisringes mit schmalem recht- 
eckigem Querschnitte ist bereits bekannt; bezeichnet A die Biegungssteifigkeit 
des Querschnittes fiir die in die Bogenebene fallende Querschnitts-Hauptachse und C 


die Drillungssteifigkeit, so ist qe = “xr Ga» WO der Beiwert 4, abhangig ist vom Ver- 


haltnis a = 4, von der Art der Ausbildung der Bogenenden, vom Offnungswinkel 2% 


und von der jeweiligen Annahme tiber die Richtung der AuSendriicke q bei der ein- 
tretenden Formanderung. Die bisherigen Kippuntersuchungen eines Kreisbogens 
setzen durchwegs einen schmalen Rechteckquerschnitt voraus, also einen doppelt- 
symmetrischen, quasiwoélbfreien Querschnitt. Dies bedeutet zwar eine nicht uner- 
hebliche Vereinfachung der zur Kenntnis von 4, fiihrenden Rechnungen, aber auch 
eine betrachtliche Einschrankung des Anwendungsbereiches ihrer Ergebnisse in der 
technischen Praxis, scheiden doch damit z. B. der fiir die stahlbaulichen Anwendungen 
so wichtige Fall eines Bogens mit doppelt-symmetrischem J-Querschnitt aus, ebenso 
alle Falle nur einfach-symmetrischer diinnwandiger offener Querschnitte. Die folgende 
Stabilitatsuntersuchung setzt sich zum Ziele, die kritischen Werte q,, des Druckes ¢ 
fiir einen Kreisbogen mit blo einfach-symmetrischer, sonst beliebiger offener Quer- 
schnittsform festzulegen, deren Symmetrieachse in die Bogenebene, also in die Be- 
lastungsebene, fallt.1 Das dabei fiir den kritischen Druck q, gewonnene Ergebnis 
enthalt den bisher nicht behandelten Fall des J-Querschnittes und des wé6lbfreien 
einfach-symmetrischen Querschnittes sowie die bekannten Ergebnisse ftir den schmalen 
Rechteckquerschnitt als einfache Sonderfalle. 


I. Das kinetische Potential und die Grundgleichungen des Stabilitatsproblems. 


Die dem kritischen Druck 4, zugeordnete Kippfigur ist gekennzeichnet durch 
die zur Bogenebene senkrechte unendlich kleine Verschiebung v(y~) des Querschnitts- 
schwerpunktes S an der Bogenstelle gy und durch die infinitesimale Verdrehung f(q~) 
des Querschnittes; wir setzen voraus, da durch geeignete konstruktive MaBnahmen 
eine Gestaltsanderung der Querschnittsfigur verhindert sei. Die jedenfalls noch 
auftretenden Verschiebungen der Querschnittsschwerpunkte in der Bogenebene kénnen 
als klein von héherer Ordnung gegeniiber v vernachlassigt werden. 

Wir wenden zur Lésung des Stabilitaétsproblems die Energiemethode an. Zu 
dem Zwecke berechnen wir: 

1. Die potentielle Energie A; der beim Ubergange von der ebenen Gleichgewichts- 
lage (v = 0, B = 0) zur ausgekippten Lage (v, 8) geweckten inneren Krafte, die sich 
aus der Formanderungsarbeit A;,, der Biegung und Drillung und aus der Arbeit A,., 
der bereits im Grundzustande in voller GroBe wirkenden Axialkrafte — qa zusam- 
mensetzt ; 

‘ Die Kippstabilitat von geraden Tragern mit beliebiger, einfach-symmetrischer Quer- 
schnittsform, die in ihrer Symmetrieebene durch Querlasten und Kriftepaare belastet werden, 
hat bereits E. Chwalla: 8.-B. Akad. Wiss. Wien, Abt. Ila 158, 25 (1944), emgehend untersucht, 


seine Theorie wurde von F. Meifiner: Dissertation der Deutschen Techn. Hochschule Brinn 
1944, fiir einige Belastungs- und Lagerungsfille ausgewertet. 
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2. die beim Auskippen geleistete Arbeit A, der auBeren Driicke g. Alle Arbeiten 
mussen, da es sich um ein Stabilitatsproblem handelt, einschlieBlich der Glieder 
klein 2. Ordnung in v und £ berechnet werden. 

Dann bedeutet Y = A; — A, das kinetische Potential, und es ist das energetisehe 
Indifferenzkriterium durch 

Ov= 0 


fiir alle mit den Randbedingungen vertraglichen dv und 68 gekennzeichnet. 
Es werden folgende Bezeichnungen. beniitzt: 
a Halbmesser der Schwerachse des Bogentragers ; 
2 « Offnungswinkel des Bogens; 
F Flache des Querschnittes; 
EH und @ die Elastizitatsmoduli fiir Zug und Schub; 


1/m Poissonsche Zahl des Baustoffes, womit G = = 


(m1) 4s 

J,,J, Tragheitsmomente des Querschnittes beziiglich re i rane des Schwer- 
punktes S (wobei die w-Achse in die Symmetrieachse des Querschnittes 
fallt und deren positive Richtung jener von S zum Kriimmungsmittel- 
punkt 2 entspricht), J, = Fip=J,+ J, polares Tragheitsmoment 
des Querschnittes beziiglich seines Schwerpunktes S; 

Drillwiderstand des Bogenquerschnittes ; 


Jp 
a= 222 Verhaltni Biegungs- zur Drillungssteifigkeit 
eer cee et Dallungestertigkert, 
R, Wélbmoment des Bogenquerschnittes fiir die z-Achse (wegen Symmetrie 


des Querschnittes ist R, = 0); 
C, Wolbwiderstand beziiglich des Schwerpunktes S. 
J,,J,,Jp haben die Dimension (em‘), &, die Dimension (cm), C’, die Dimension (cm*). 
Die Formanderungsarbeit A;,. Da eine Langsfaser des Kreisbogens an der 
Querschnittsstelle (x, y) infolge der Formanderung (v, f) die Dehnung 


yee ay | ad 

are (f 7) Yo Ps Gea 
erfahrt, wo gy, die auf den Schwerpunkt S bezogene ,,Einheitsverwélbung” (Dimension 
Flache) festlegt und 0 = p + - den Drillwinkel bedeutet, so folgt fiir die Form- 
anderungsarbeit dA;,, eines Bogenelementes von der Lange ds 
ae f ear oY 
und nach Eintragung des Ausdruckes fiir « und Beachtung der Beziehungen 


Re = | y 9, dF, C=" = | g2 dF, 


ieee ae {# ie (! — vit)’ +2ER, (£—w"| Ht 4 HC, (0%) + GIy (Ot ds, 


— 


CA Ja == 


ds 


worin hochgestellte rémische Zahlen Ableitungen nach der Bogenkoordinate s an- 


deuten. 
Arbeit 4;.. der Axialkrafte. Die auf den Bogentrager wirkenden radialen 


Driicke g rufen in jedem Querschnitte in der ebenen Gleichgewichtslage eine Axial- 


‘ a 

kraft —qa, somit an der Querschnittsstelle (v, y) eine Druckspannung op = — i 
hervor. : 

Infolge der Auslenkung v erfahrt das Element ds der Bogenachse die Verlange- 


rung ds (//1 + v!? —1) = - v'2, und um den gleichen Betrag verlingert sich bei 
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bloBer Querschnittsverschiebung v ein durch den _ beliebigen (Juerschnitts- 
punkt P(x y) gelegtes, zur Bogenachse paralleles Faserelement des Bogens. Infolge 
der gleichzeitigen Querschnittsdrehung f verschiebt sich der Punkt P um yf in 
der X-Richtung und — af in der Y-Richtung, welche Betrage sich beim Ubergang 
zum unendlich benachbarten Bogenquerschnitt um ydf und — «df andern. Die 
dadurch bedingte Verlangerung des Faserelementes ds betragt somit 

ds (V1 + (+o) BIE —1) = F(a +?) BE 


SchlieBlich ist bei Berechnung der gesamten Faserverlangerung zu beachten, dah 


die raumlich verzerrte Bogenachse auBer der urspriinglichen Kriimmung x, = 7 noch 


die zusatzliche Kriimmungskomponente x, = ef — vy! besitzt, derzufolge sich die Faser 


in der Entfernung y vom Schwerpunkt um y~x,ds verlangert; da sich aber die 
Faserentfernung y infolge der Verdrehung f des Querschnittes um — x f andert, so 
veranlaBt diese Anderung eine von 2. Ordnung kleine zusatzliche Faserverlangerung 


B 


vom Betrage —xfhx,ds oder — x B (4 = 
Hiermit berechnet sich die Arbeit der Axialkrafte zu 


ott) ds. 


pe as ele . (12 2 2) p12 9 ( ats | 
Ay = a ds | aR (e + (22 + y*) Bp 22 8 rie | 
oder wegen 

, ae m2 2 — — 9.2 

fede =o, of (t+ y)dF=J,=Fi, 
Zu +s 
a t - . 
A,,,=— or (vl2 +. 1,2 Bl2) de. 


Arbeit der 4uBeren Dricke qg. Entscheidend fiir ihre Grobe ist die Annahme 
tiber die Richtung des auBeren Druckes wahrend der Formanderung des Bogens. 

Annahme a: Die Driicke q wirken auch nach der Verzerrung parallel zur urspriing- 
lichen Bogenebene, sie erfahren also lediglich eine Parallelverschiebung. 

Annahme b: Die Driicke bleiben auch nach der Verzerrung zum Kreismittelpunkt 
gerichtet. 

Zwecks Erzielung eines méglichst allgemeinen Ergebnisses sei ferner angenommen: 

1. daf die Angriffspunkte der Drucke nicht mit dem Schwerpunkt S zusammen- 
fallen, sondern im Abstande e von S (positiv in der dem Drucke q¢ entgegengesetzten 
Richtung) liegen mégen; 

2. dafS sich der Bogentrager in einem Medium befinde, welches jeder Verschie- 
bung v einen elastischen Widerstand c, v und jeder Verdrehung f des Querschnittes 
ein Moment c, 6 entgegensetzt (elastische Drehbettung). 

Der Druckangriffspunkt verschiebt sich in der x-Richtung infolge der Quer- 


2 
schnittsverdrehung 6 um e (1 — cos f) =e = daher ist im Falle a: 


A,=4 fe e B* ds. 


a 2 nee 
Im Falle b tritt hinzu noch die Arbeit der in die negative Richtung von v fallenden 


Vv . 
Druckkomponente — uo + so daB hier 


zu setzen ist. 
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Die Wirkung elastischer Widerstande wird durch den Arbeitsbeitrag 
1 ei : 
ea i (c, v?'-+ ¢, B?) ds 
beriicksichtigt. ae 
Das kinetische Potential Y ist somit dargestellt durch 


1 8) 2 : 
y= al {EU (2 — ott] +2ER, (é — vit) ot + BO, (8 + ETy (91)? — 
—ga (vl? + 6% p12) gest + Ler +eio +c, pds. (1) 


Anstatt der Verschiebung v fiihren wir die homogene Verschiebung 0 gemaB 0 = v/a 
ein; ferner verwenden wir im weiteren die dimensionslosen Beiwerte 


Bi dee ee SR a Tey IW hie ere! 
eee ae FSG 2S) Ge ep 
3 , 2 4 2 (2) 
Se AS Bohs se A rR Gs Oe ee EY 
Le EJ,’ by - a’ han) u az’ 1 EJ,’ 2 a5 | 


_ Hiermit ergibt sich aus (1) fiir das kinetische Potential Y mit ds = a dy bei Annahme 
konstanten Querschnittes 


2a raat il 
Y= F dq, 
worin BS 9 9 ./ 
F(g) = (6 — BY + 2 9, (B — oF) (fl + HT) + 9, (BH 4 OM + yp (BE + By)? — 
— po (at? + HP pte) + (uy + 6) + Gy — ps) B* (3) 


und alle Ableitungen nach der Winkelkoordinate g zu nehmen sind. Der Beiwert 
4» =z ist nur dann beizubehalten, wenn der Kippuntersuchung die Belastungs- 


annahme b zugrunde gelegt wird. . 
Die zu oY = 0,d.h. Y = extrem gehérigen Eulerschen Gleichungen des Variations- 
problems sind @ | aF d (or ee 
dy (ar dp (Fa oot Mee 
@ | aF d [oF BRET 
ie (sr) ir (oat) be tee 


Mit dem in (3) entwickelten Ausdrucke fiir F und mit Verwendung des symbolischen 
Multiplikators D in der Bedeutung Dv = v!, D?v = v",... ergeben sich folgende 
Gleichungen : 
[((1 —2 @2 + 5) D* + (u — vp) D+ (um + 41) 0 + 
TN Ga Oa (Oe -— |! -—p) TA) pre= 0, | 


4 
[ee — 02) Dt + (ge —1 — vy) D*]8 + [e, Dt + 4 
+(2 @2 — Vp + My) De (1 + 6, — fy) ] B = 0, 
wofiir — indem die in eckigen Klammern stehenden Ausdriicke der Reihe nach 
mit Jy ply und yl bezeichnet werden — 
uyv+nl>p = 0, | (5) 


nls +nlpp=0 | 
geschrieben werden kann. Daraus folgt, daB die den Kippvorgang kennzeichnenden 
Koordinaten » und f ein und derselben Differentialgleichung 8. Ordnung, und zwar 


ae ay Re a 
I : II (0, B) me (6) 
ws. ul’ | 
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geniigen miissen. In entwickelter Form ergibt sich hieraus z. B. fir v wegen 
Ws = (1 —2 eo, + 0.) Dt + (uw — vp) D® + (um + G1), | 
ils = (0, — Og) Uo Om a emis (7) 
wl p = 0. D* + (2 x — YD + My) Dit (1 a Oa) 

die Differentialgleichung 


pvt + @,vVl +a, vl¥ + a,» + a, = 0, (8) 
worin 
1 fi 6 
dy = 2 Gay [(@ + fy) Os —2 My Ox — (yD — My)], 
Qs Ox 
1 = = 
a&=14 peer ally, fy + €y.+ Ce) Os + 
s x ; | 
+ 2 (+ fy 62) Oe + C2 — Ha + My (4 —¥p) — (2 +H) YD]; 
1 ee Pe 
ae = eae [wp th Co fy) Hey =F C7) ig Pe ea hs 
iH 


Gece Pains (uy + €,) (1 + ¢, — fy). 


Die Querschnittsverdrehung f geniigt einer mit (8) vollkommen inne eee 
Differentialgleichung. 

Der in den Koeffizienten a, bis a, vorkommende Nenner 0, — 0,” hat eine einfache 
mechanische Bedeutung: er ist der auf den Schubmittelpunkt M dés Querschnittes 
bezogene ,,reduzierte’’ Woélbwiderstand 0,,; denn der auf der Symmetrieachse des 


: : RK 
Querschnittes liegende Punkt M hat die Koordinate x, = —->~, daher bedeutet 
é3 = _ Pesca = und es folgt aus der bekannten Beziehung 
; Cy=C,+ R, ty ‘i 


fiir den auf den Schubmittelpunkt WM bezogenen reduzierten Wé6lbwiderstand der Wert 
Cy C, 


LS | he Ba 2 

Qu — he) alee al eee Qs ~~ Oa 
Dies ist der kleinste Wolbwiderstand, der nur im Falle eines Kreis- oder Kreisring- 
querschnittes exakt den Wert Null besitzt. Es gibt aber auch einfach-symmetrische, 
diinnwandige offene Querschnitte, bei denen die infolge der Drillung entstehenden 
Verwolbungen in Richtung der Wanddicke vernachlassigbar klein sind — man be- 
zeichnet sie nach E. Chwalla? als quasi-wélbfreie Querschnitte. Bei diesen 
kann oy = 0 gesetzt werden, womit ersichtlich die Grundgleichung (8) eine Reduktion 


von 8. Ordnung auf eine Differentialgleichung 6. Ordnung erfahrt. Da 0, = — = 


a 
die auf den Bogenhalbmesser a ,,reduzierte’ Koordinate des Schubmittelpunktes M 
angibt, so bringen die mit @, behafteten Glieder in den Beiwetten a,, a, und a, den 
gesuchten EinfluB der Exzentrizitat des Schubmittelpunktes (MV + 8) in der Grund- 
gleichung (8) zum Ausdruck. 


II. Die Randbedingungen des Variationsproblems. 
Das allgemeine Integral der Grundgleichung (8) lautet: 


op) = Dek cos 2, p+ B,sinn, @ (k =1, 2, 3, 4), (9) 
k 


WOTIN 11, Ny, N3, %q die Wurzeln der Hauptgleichung 
n® —a,n® + a, nt —a,n? + a, = 0 (10) 
2 E. Chwalla: S.-B. Akad. Wiss. Wien, Abt. Ila 153, 25 (1944). 
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und A;,, B, (k = 1, 2,3, 4) die acht Integrationskonstanten sind. Zu deren Ermitt- 
lung stehen die aus 6Y = 0 folgenden acht Randbedingungen zur Verfiigung: 


oF x d oF of = 
pea {ap ( ax) — at | 


Ls 8 a) 


Sind dem Rande bestimmte Werte der Verschiebung v, der Verdrehung £, des 
Drillwinkels # und der Querschnittsverwolbung als geometrische Randbedingungen 
vorgeschrieben, dann sind fiir diesen Rand die vorstehenden Bedingungsgleichungen 
wegen 


ie Summa (11) 


d=0, p=0, dt=0, opt=0 
erfiillt. 

Fiir einen freien Rand sind die Verschiebung v, die Verdrehung der Randtangente 
und des Randquerschnittes und die Querschnittsverwélbung vollkommen ungehindert 
und es sind diese dynamischen Randbedingungen durch das Verschwinden der 
vier in geschwungene Kiammern gesetzten Ausdriicke in (11) dargestellt. 

Die Randbedingungen enthalten auBer v und deren Ableitungen auch den Dreh- 
winkel 6 nebst seinen Ableitungen. Um simtliche Randbedingungen durch die acht 
im allgemeinen Integral (9) enthaltenen Integrationskonstanten ausdriicken zu kénnen, 
ist es vorerst noch erforderlich, den Drehwinkel f in linearer Abhangigkeit von v 
‘und deren Ableitungen darzustellen. Das gelingt, ausgehend von den beiden Gl. (5) 
wie folgt: 

Schreiben wir die durch (7) erklarten Funktionen J’ mit leicht ersichtlicher Ab- 
kiirzung in der Form 

sf =e, 1 2, D* «,, 
uly = «, D* + x, D+ aX, (12) 
ul’s = ya Dt + y2 D? + Yo 


und setzen 
ywyv=A, nliv=A, 
so lauten die Gl. (5): 
4 D4 B + a, D? B + (aX B + Aj) = 0, 
v4 D*B + vy, D?B + (yo B + Az) = 9. 
Zweimalige Ableitung nach ¢ liefert die beiden weiteren Gleichungen 
ag D* B + xp Dp +o DP + AM =0, 
et B=, DEG a> yo D? B+ Ag =O: 
Aus diesem in D*, D*, D?, 1 homogenen Gleichungssystem ergibt sich die gesuchte 
lineare Abhangigkeit der Koordinate f von v und deren Ableitungen unmittelbar 
in der Form: 


Oo a, .o5 ae 6 Ay | 
Ove V2 Ve p= A, 
OX, Xo Xo AG 
| anya 70 A 


Die hiermit mégliche explizite Darstellung von f erfordert eine etwas langere Rechnung, 
die zu folgendem Ergebnis fiihrt: 


B= (by 0 +b, AY +b, 8M + 1,9), (13) 


wobei 
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(4 Ya — %e Ya) (O%a” — Ea Ya); 
= (04 Vo — Hy Ya) (2 Oy % — Eo Ya — a V2) — (4 Yo = %o Ya) (%s” — & Ya), 
(4 V2 — Xg Ya) (%2” —Ye2 bo + %o Xs — &o V4) —(%1 Vo — Xo V4) (%2 %a — Es Ya), (14) 
(O&4 Yo — %2 Ya) (%2 %o — Ve Eo) — (%a Yo — %o Ya) (0 %4 — £0 Ya): 
= (0&4 Yo — % Ya) (%o V2 — %2 Yo) 1 (4 Yo — %o Va)”: 
Die aus dem Vergleiche der Gl. (12) und (7) folgenden Beiwerte én, xn, Yn (% = 4, 
2, 0) sind in der folgenden Tabelle 1 zusammengestellt. 


Tabelle 1. 
Zeiger n | 4 | v4 | 0 
En 1—2o,+ 0, [b— Vp My + Cy 
Xn Cs — x Gg P—=p = 
Yn Qs 20, —%p + Mp] Lt eg—My 


Il. Der kritisehe Au8endruck g,, des geschlossenen, freien Ringes 
mit einfach-symmetrischem Querschnitte. 


Fir den geschlossenen Ring mu8 », in der Lésung (9) eine ganze Zahl sein, 
die gréBer als Eins ist, denn » = 0 fiihrt gemaB (9) auf eine Parallelverschiebung des 
starren Ringes um das MaB A,, und n = | liefert eine Drehung des starren Ringes — 
um einen Durchmesser. Zerlegen wir, um aus der Hauptgleichung (10) den einer 
gewahlten ganzen Wellenzahl (= 2) entsprechenden Wert y,, zu berechnen, mit 
dessen Kenntnis gema8 der @ 

Mer = BJ, 
der kritische AuSendruck bestimmt ist, die in (8a) erhaltenen Ausdriicke fiir die 
Koeffizienten a, bis a, in die von uw unabhangigen und davon abhangigen Teile, und 
zwar in 


(15) 


ly = My,9 + Ooh, 

Os = M9 +O, + yp, 

lg = Mg,9 + Age + Ae Le’, 

Ag = Agyg + Agu + As pu? 

so geht (10) tiber in die fiir w quadratische Gleichung 

Jo? — if + Go = 9; (16) 


hierin bedeutet: 
Jo = ,7'* — 4, n* + G,; 
91 = 4,n*® —a,n* + a, n? — Gg, 
= 8 4 , p 
Jo = N° — Ag, 9 N° + Ag, 9 N* — Ag, 9 M* + Ag, o. 


Fir die Beiwerte a), a, a gelten gemaB (8a) folgende Formeln: 


ds,90mM = 20m —%p, 4 0m = 0, + (1 Si eee 


4.9 OM = Om + C1 Os 2¥p + €, (V4 Os 20%); 


| 
= ao BSS ty” I: MoM 9 Hy My ty? 
2 95 17 
Ae.o OM = — Vp (1 + ¢, + C2) + 2 C, Q,; : oF 
My — Ko ‘ My Be ee 4,2 
@om=lt+e+t+ypr —~ +20,—~+¢, —., aed 2 DED 
ls OM = 2 Ua Oe i. api aee de OM ‘ =e Pee 
m7, ? A — Ho = = a u 
@g.9 Om = Cy (1 + Cs); dg OM = ii (1 + Gy) —C, =, a3 0M = — — 
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Hiermit ergeben sich die Koeffizienten der Gl. (16) zu 


ey ae | ps ’ 
G2 Om (x u }( az % a iG ) 
uM = Vpn? G ed Ne pe ( 2 ey —2{ My My 
91 0m = YD - rm |{m eee Aa ste yard Fa | 
m2} 2 lhe Le el eter fn) C 
f 0 ( Pe Og 7 ia 2.) aly? Cy i Ch-Fic,) i= ¢ (18) 
42 
+-2- RENEE OR == 2 Ogre ep = C71; 
Jo Our = ry m* [(n® — 1)? + & + Z_] + ome nt (x? — 1) + | 
+ MW [é; 0. + ¢, {1 + 0, — 2 9,)] = W 2 Ct og + ¢,,(1-+ ¢,). ) 


Da die Entwicklungen in I auf der Voraussetzung beruhen, daf die Querschnitts- 
abmessungen klein gegeniiber dem Kriimmungshalbmesser a des Kreisbogens oder 


; < A v 2 VE m as 
Kreisringes sind — demnach -7, < 1 — und da auch die Exzentrizitaét e der Druck- 


angriffspunkte normalerweise als klein gegen a anzunehmen ist — also <. « 1 — 
so ist nach den obigen Formeln der Koeffizient g, 0,, in Gl. (16) klein von der 


2 
Ordnung “3 gegentiber den Koeffizienten g, 0,4 und gy oy; die beiden Wurzeln der 


Gl. (16) sind daher von sehr verschiedener GroSenordnung, und zwar ist pw, — ~ 
: 1 


und ps = a (Wo fy » 4), So daB der kleinste Kippdruck aus “,, = oa zu berechnen 
3 ; 2 P A J1 

ist. Dies ergibt 

8 dng 8 + dy 9 Rt — Agro M+ Arg 


dy n® — a, n4 + dg nN? — ag 


Mr = 


oder nach Einfiihrung der entsprechenden Werte von a) und @ und passender Ordnung 
der einzelnen Glieder 


1 2 2 2 2 a R = = 
Pe oo. [n? (n? — 1)? (om nm? + vp) + 61 X1 + Co He + 1° Ce], (19) 
worin 
t= 0,70" + (yp = 2105 Le 
Li = 0: ( D 02) = 1, \ (20) 
lea nt (Lose Os a2 0x) + op 0, / 
aR hs 
ies yp Ne ne (1 ais - ! A ma 1 9? (1 | - n? + iss n) a 
ic 2 tf Lee, = 1 Og oe 
a + Cy (= Poe n?) + Go (n* — a + 0, n* (1 + | n2 + 
e re Fa ae he €\ 2 Mol 5 
a Le J 20, ee He (1 Al ub sf (21) 


Das Ergebnis (19) bringt bei beliebiger Wellenzahl » neben dem durch vp darge- 
stellten, bereits bekannten EinfluB8 des Verhaltnisses der Drillungs- zur Biegungs- 
steifigkeit noch folgende Einfliisse auf die GroBe des kritischen Kippdruckes q,, zum 
Ausdrucke: W6lbwiderstand (durch o,), Lage des Schubmittelpunktes (durch 0,), 
Exzentrizitét des Druckangriffes (durch e), elastischer Verschiebungswiderstand 
(durch ¢,), elastischer Drehwiderstand (durch ¢,). 

Wirken die auBeren Driicke wahrend des Kippens parallel zur Bogenebene (Fall a), 


dann ist za ’> _ § zu setzen; bleiben aber die Driicke auch nach der Verzerrung zum 


Kreismittelpunkt hin gerichtet (Fall b), dann ist = ale 


3* 
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Im folgenden seien noch jene Vereinfachungen der Formel (19) angegeben, die 
im Falle eines doppelsymmetrischen quasi-w6lbfreien Querschnittes und des doppelt- 
symmetrischen ]-Profiles zutreffen. 


A. Doppeltsymmetrischer quasi-wélbfreier Querschnitt. 


Hierher gehéren der schmale Rechteckquerschnitt und der aus zwei schmalen 
Rechtecken gebildete Kreuzquerschnitt (Abb. 1). Fiir diesen ist 0, = 0 und 
Ou — 0; = 0, so, daB sich Gl. (19) mit Einfiihrung von 4 = 1/yp vereinfacht in 


q ae 1 2 2 = = 2 = a= ¢ 
Ren = oe sek 15 [n? (n? — 1)? +¢,(A +n?) +6, 0? (1 + An?) +16,6,], (22) 
worin im Lastfalle a 


a 


My = 1? {m2 (1 S\+4 laa | + A (1 + <n? a =n) fe 


+4, (2+ m8) A+ by Ant (23a) 
und im Lastfalle b 
No =? {rn (1 oe. + i L An? (1 - - n 4 ae nt) 


LE aiibies (<=. Si “21? Neiag ie Ba: (23b) 

Wenn die Wirkung elastischer Widerstande unberiicksichtigt bleibt 
und die Druckangriffspunkte in der Schwerlinie des Bogens ange- 
Abb. 1. Kreuz- nommen werden diirfen (e = 0), ergeben sich hieraus die vereinfach- 


querschnitt. ten Formeln, 


Fall a: ars ae 
My = ~ 4 (24a) 
nt A+ 0 ce (ot aaa 
Fall b: 
pe Te ac rs, ete (24b) 
n? + 7 Pema mr yea (an) 


Der Wellenzahl n = 2 entspricht die ee eines kippenden Kreisringes, 
die beim Qi, min eintritt, wobei 


im Falle a: 
KJ 9 
Ykr, min = Tae 4. —_— 7 ae <= => (25 a) 
4 + A+ 4 (1+ 44) 
im Falle b: 
EJ 1 
kr, min = ~ i = ee (25b) 
4+ 4+ — fe (1 44a 42) 


tibereinstimmend mit dem Ergebnisse von S. Timoshenko*® (Fall a) und von 
H. Hencky* (Fall b), wenn die kleinen durch i,?/a? bedingten Korrekturglieder unter- 
driickt werden. 


Wird in der Gl. (22) fiir 4, die Wellenzahl » stetig veranderlich angenommen, 
SO lat sich die dem kleinsten kritischen Drucke zugehérige Wellenzahl » berechnen, 


2g, Tinos wanes Z. angew. Math. Mechan. 8, 358 (1923). 
4H. Hencky: Z. angew. Math, Mechan. 1, 451 (1921). 
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die ersichtlich abhangig ist von den jeweiligen Bettungsziffern ¢, und ¢,; der elastische 
Widerstand bewirkt natiirlich eine Erhéhung des kritischen Druckes. 

Wird in (22) nur der elastische Verschiebungswiderstand ¢, beriicksichtigt, 
so ergibt sich mit Unterdriickung der den Faktor i,?/a? enthaltenden Korrektur- 
glieder und mit e = 0 


im Falle a: 
(n? — 1) Cy 
U«r ne is a ae 
im Falle b: 
meee i eae) Creat 
arr ce os maa gtr ory 


Letzteres Ergebnis stammt von E. L. Nicolai,® der es mit Benutzung der Gleichungen 
von Kirchhoff-Clebsch gewonnen hat. 
Das Steifigkeitsverhaltnis 2 = a ergibt sich beim schmalen Rechteck- 
D = 
querschnitt b-h, wobei b<h und die Hohe h in die Bogenebene zu liegen kommt, 


wegen J, = a Av und Jp = y BA (wo y abhangig von 3 AN 


, 3 1 1 
I se oul el: 


: : 1 il 
oder mit der Poissonschen Zahl — = 0°25: 4 = =. 
m 48 y 
Ks ist fiir 
be =a 8 CO 
: 1 
= 0°28) 0°302 a 
daher 


A == O'74 0°69 0°625. 
Fir den Kreuzquerschnitt gilt mit den Bezeichnungen in Abb. 1 
b 2 
J,= 72 [hy + (kh — 6) 8?) 


und genahert 
Jp ==> (h + h, — 0:15 BD), 


womit 2 bestimmt ist. 


B. Doppeltsymmetrischer [-Querschnitt. 


Fiir diesen ist wegen 0, = 0: 0,4 = @;. Bezeichnet h den Abstand der beiden 
Flanschschwerachsen und J», das auf die Stegachse (#-Achse) bezogene Tragheits- 
moment der beiden Flanschen, dann ist der Wolbwiderstand des Querschnittes 

2 
Coes eels hieraus folgt 
NC Coby ae (26) 
Coe Tada eee a 
Fir Breitflansch-J-Profile mit diinmnem Steg kann noch Jy, +/J, gesetzt werden, 


so daB dann einfach 
h? oe 
Os = Vas (26a) 


5 E.L. Nicolai: Z. angew. Math. Mechan. 8, 227 (1923); Ber. Polytechn. Inst. Petersburg 
27, 348 (1918). 
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wird. Fiihren wir einen den Wéolbungseinflu8 kennzeichnenden Parameter p* (den 
Flanschbiegungsparameter) durch 


rf (ae en 
ein, so liefert Gl. (19) fiir den kritischen Kippdruck q,, 
er = ET © [nt (mn? — 1) (1 + pt nt) + & (+ 2 + p¥ ms) $Gq 0? (Lt Am? + 
| | +n p*) + 2b, Gl, (28) 
worin 
N= MN, + p* ni (2 ! “=| m+ 5 — ol (29) 


Die hier gegeniiber dem Falle des quasi-wélbfreien Querschnittes Gl. (22) hinzu- 
getretenen Glieder mit p* stellen den EinfluB der Verwélbung des Querschnittes dar. 
Bei seiner alleinigen Beriicksichtigung la6t sich Gl. (28) mit c, = 0, c, = 0, 


< = 0 und Unterdriickung der mit 7,?/a? behafteten kletnen Glieder vereinfachen in 


Se  aseee), 


nr = m2 SS ji + p* n2 
PEO DO ieee 


ee =e GREE, ep ae 
woraus im Vergleich mit den beiden Gl. (24) folgt, daB bei Berticksichtigung der 
Flanschbiegung (p*) zu den beim quasi-wélbfreien Querschnitte giiltigen Kipp- 


koeffizienten j,, noch die Faktoren 


.= EP Palla), oie (x) 

Thebes pu ee 

nm? A mt A 
hinzutreten. In der Tabelle 2 sind die Werte des Flanschbiegungsparameters p* 
fiir zwolf gebrauchliche J-Profile und fiir “ = 10 und 20 nebst den zugehérigen 


A-Werten und deren Kehrwerten »p) zusammengestellt. Die ihnen gema® den vor- 
stehenden Gleichungen («) entsprechenden EinfluBfaktoren /,, /, enthalt die Tabelle 3 
fiir die niedrigste Wellenzahl n = 2 (bei einem m = 4). 


Tabelle 2. 


10 Flanschbiegungsparameter p* (GI. 27) arg 
m= m= - 3 aa pe el ae Un" (a> 
]-Profil eS aa a/h = 10 | a/h = 20 tee 
1 1 ¥ yaaa iz igen 
f ND Cn 4 PD ie m=4 |m=10/3| m=4 | m= 10/3 a/h=10 ) a/h = 20 


| 


8 | 21°8403  0°0458 | 22°7139 | 0°0440 | 0°05434 | 0°05651 | 0°01359 | 0°01413 | 0-00202 | 0-000505 
10 | 22°9323) 0:0436 | 23°8495 | 0°0419 | 0:05705 | 0:05933 | 0°01426 | 0-01483 | 0:00199 | 0:000497 
15 | 248865 0°0402 | 25-8820) 0:0386 | 006193 | 0:06441 | 0°01548 | 0-01610 | 0:00192 | 0:000480 
20 | 25°9308 | 0°0386 | 26°9680 | 0:0371 | 0:06449 | 0:06707 | 0:01612 | 0:01677 | 0:00189 | 0:000473 
25 | 26°4465) 0°0378 | 27:°5044  0-0364 | 0-06586 | 0:06849 | 0-01646 | 0°01712 | 0:00188 | 0:000470 
30 | 23°8373., 0°0420 | 247907 | 0:0403 | 005926 | 0°06163 | 001482 |.0°01541 }O"O0T84 | 0-000461 
36 | 21°3913 0°0467 | 22°2469 | 0:0450 | 0:05315 | 005528 | 001329 | 0:01382 | 0:00181 | 0:000454 
40 | 20°4305 | 0:0489 | 21°2477| 0:0471 | 0°05072 | 0:05275 | 001268 | 0:01319 | 0:00180 | 0:000449 
45 19°3385 | 0°0517 | 20°1120| 0:0497 | 0:04798 | 0:04990 | 0:01200 | 0:01248 | 0:00179 | 0:000447 
50 18-4925 | 0°0541 | 19°2322 | 0:0520 | 0:04588 | 0:04771 | 0:01147 | 0°01193 | 0°00177 | 0:000442 
55 18°2045 | 0°0549 | 18°9327) 0°0528 | 0°04519 | 0:04699 | 0:01130 | 0:°01175 | 0°00178 | 0:000446 
60 17°2378 | 0:0580 | 17°9273 | 0°0558 | 0°04273 | 0:04443 | 0°01068 /O-O1111 1 0°00176 | 0:000439 
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Tabelle 3. 


OO —...—X—_—_—_ax SS lll — — — —— 


Einflu8zahlen fa, fo, Gl. («) EHinflu8zahlen fa, to, Gl. (a) 
J-Profil ie a/h = 10 | oe al/h = 20 ]-Profil a/h = 10 al/h = 20 = 
fa i fag te fo eat fa fo 

8 1°207 1178 LZ0525 1 e046 36 1°203 eags3 | 1-051 1:044 

10 LoS SSS 1-055 | 1:048 40 1°193 1164 = 1-049 1°042 
15 e237 | A206 1:060 1:053 45 1°182 17154 1:046 1:039 

2 1°247 1°216 1062 1°055 50 1174 1146 | 1:044 1:037 
25 1°253 1°22] 064 | - 1:057 taY5) Iie | Lae 1048 1:037 
30 EPPA 1°196 GOT mie 1050 60 LENG 2 SS 4s ee OArE 1034 


Durch die Einflu8faktoren f,, f, (> 1) ist die versteifende Wirkung des Wolb- 
widerstandes ausgedriickt, die sich in einer Erhéhung der Kippziffer 4, und damit 
des kritischen Druckes q,, auBert. Dieser Einflu&8 wachst mit zunebmender Bogen- 


krimmung; beim Bogentrager fs = 20 betragt diese Erhéhung im Maximum rund 
a 


6% (Profil Nr. 25), sie steigt bei dem viel starker gekriimmten Bogen | = 10 beim 


gleichen Profil auf rund 25° an. 


IV. Der kritische Kippdruck 
des an beiden Enden gelenkig festgehaltenen Kreishogentragers. 


Der Bogentrager besitze Kampfergelenke, deren Achsen durch die Schwerpunkte 
der Kampferquerschnitte gehen und mit den Bogenhalbmessern an den Enden zu- 
sammenfallen (also radial angeordnet sind); zudem werde durch geeignete konstruktive 
Ma8Bnahmen die Verdrillung # der Kampferquerschnitte restlos verhindert. Mit v ver- 


schwinden dann an den Kampfern auch die Werte f und v"! (wegen d= 6+ v/a und 


eh 


Krimmung x,=->~— Wir setzen voraus, daB die Stirnflachenverwélbung 


der beiden Endquerschnitte unbehindert sei; dann gilt dort #' = 0 oder wegen 


p= 0 auch pt = 0 (iibereinstimmend mit dem durch die Randbedingungsgleichun- 


oF 


: oF 
gen (11) und wegen vu! + 0 und f#! + 0 zu fordernden Verschwinden von — a und Baie 


ov! 
an den Kampfern). 
Zahlen wir den Winkel y von der Bogensymmetralen aus, so sind die Kampfer- 
querschnitte durch gy = + « festgelegt. 


Die den vorstehenden acht Randbedingungen und der Grundgleichung (8) genii- 
gende Lésung v(yv) kann offenbar entweder nur eine gerade oder nur eine ungerade 
Funktion von g sein, und zwar fiir 
symmetrische Kippung: 


v(~) = U cos “5 = (7 =1,3,5..,), (30a) 
gegensymmetrische Kippung: 
Hy) = 8, sn ~ (n= 2,4,6...). (30b) 
Mit der Abkiirzung 
pe - (31) 


ergibt die Einsetzung obiger Ansitze in die Grundgleichung (8) 
y® —a, v°'+ a, vt —agv + ag = 0, (32) 
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wodurch fiir die aufeinanderfolgenden Ordnungszahlen n und die dadurch gemaB (31) 
gegebenen Werte » der in den Koeffizienten a, bis a, der Gl. (32) steckende Kipp- 
faktor  [vgl. die Gl. (9)] sowohl fiir die symmetrischen als auch gegensymmetrischen 
Kippfiguren bestimmt ist. 


Bei dem in III behandelten geschlossenen Kreisringe war der Wert » in der 
mit (32) iibereinstimmenden Hauptgleichung (10) ganzzahlig; beim gelenkig fest- 
gehaltenen offenen Kreisbogen kann das Ergebnis (19) samt dessen Sonderfallen un- 
mittelbar iibernommen werden, wenn darin » durch das zufolge (31) im allgemeinen 
nicht ganzzahlige »v ersetzt wird. 


Fiir den Ubergang von einer z. B. symmetrischen Kippfigur mit der Ordnungs- 


zahl n zur nachsten (dann gegensymmetrischen) Kippfigur mit der Ordnungszahl 
n + 1 setzen wir zunachst in Gl. (19) fiir 1, = = oder mit « = k i = 1 womit 


bei Zugrundelegung des Lastfalles (a) und alleiniger Beriicksichtigung des WoOlb- 
widerstandes der kritische Wert «4, aus Gl. (28) beim J-Querschnitt durch 
_ EJ, . (W— PY (+ p* nr?) 
Mee G82 (n® + 1h) 4 p* nd 
gegeben ist. Wird hierin das ganzzahlige » durch das nachsthohere n + 1 ersetzt, 
so liefert die Gleichsetzung der maSgebenden Werte «,, beim Ubergange von der 
zu n gehérigen Kippfigur zur nachsthoheren Kippfigur’ folgende Bestimmungs- 
gleichung fiir & und damit fiir den Offnungswinkel 2 « = ka des Zweigelenkbogens: 


kB (1 + 24 —Ap*) —k§ (2 n? + 2n +1) [A — p* (1 + 2 Ad] — tt [n? (mn 4-1)? + 
+Ap* (3n'+ 6n3 +77? +4n +1) —p* nr? (n + 1] — 
— k? n2 (n + 1)? (2 m+n + 1) p* — nt (n + 1)4 p*? = 0. (33) 


Hiernach ergibt sich z. B. fiir den Ubergang der Kippfigur mit nur einer Halbwelle 
(n = 1) zu jener mit zwei Halbwellen die Gleichung: 


ke (1+ 2 1 pt) — 8 Et Ap (bo ea) Hee ee 
— 20 B? p* — 16 p** = 0. (34) 


Daraus folgt beim schmalen Rechteckquerschnitt (mit einem Durchschnitts- 
wert 2 = 0°65 und wegen p* = 0): k = 1:48 und 2 « = 1:48 a in Ubereinstimmung 
mit dem von 8S. Timoshenko’ stammenden Ergebnis. Bei Wahl eines J[-Querschnittes 
(Profil Nr. 8 und Nr. 60) ergibt sich die kleinste Wurzel k der Gl. (34) bei Benutzung 
der in Tabelle 2 angegebenen Werte 

A = 21:84, p* = 0:05434 (Nr. 8) 
bzw. 

4= 17:24, p* = 0:04273 (Nr. 60) 
vAN 

k.= 1:582 (Nr. 8) und & = 1-579 (Nr. 60). 


Die Vernachlassigung des Wélbeinflusses (d. h. p* = 0) hat die Verkleinerung dieser 
Wurzelwerte auf ky = 1575 (Nr. 8) bzw. k = 1573 (Nr. 60) zur Folge. 


A. Der Grenzfall des an beiden Enden gelenkig befestigten geraden 
Tragers. 


Lassen wir den Offnungswinkel 2 « des Kreisbogens nach Null abnehmen, so 
ist |= 2a die Lange des an den Enden gelenkig befestigten Tragers, der mit 
Ty. = qa zentrisch gedriickt wird. 
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Da mit a —> oo die durch die Gl. (2) definierten Werte Os) Ou Ours Mts Cy, Cy unendlich 
gro} werden, fiihren wir die endlichen Beiwerte 


Tae 
_ es ‘ R, ‘ CB ; Oxy é,U P 
offeeo ee. (= % = Oa eae eh et ee eae ohne | * Oy : mR 
ee 6 ie es ee as) a, | (8) 
in Gl. (19) ein, wo anstatt » die Zahl » = = einzutragen ist und erhalten bei sehr 


kleinem « mit Beachtung der Ausdriicke fiir A> Xo, Kh und mit den Parametern 


ey" 

pe Aer eee ‘ 
Ps A Dp’ Pee Y (36) 
folgende Formel fiir den kritischen Wert ,,,*: 


m4 a4 (n? a0? pag** + 1) + 0,* (n? n2 p** + 1) + 6,* An? 


ee = (37) 


mr =a 
i a 

m2 a2 2 72 * 2 Dp > 4 * 

n2 7 (14m mp ** + An? x? ? \+ aes + 1 6,* 


Die Kippfigur mit einer Halbwelle (» = 1) entsteht demnach bei einer kritischen 
Druckkraft 


BE es, ae” Le a oe a 
ke ? 


ee / 7 os ; ee) 
v? (1 Be ee a es Z| eae 


Bei fehlenden elastischen Widerstanden und mit aire der mit 7,7/? 
behafteten kleinen Korrekturglieder wird 
EJ, © (% py** + 1)- 
se R ‘ i= = pet* (38a) 

Dieses Ergebnis steht nach geeigneter Umformung in Ubereinstimmung mit einer 
von R. Kappus® abgeleiteten Formel fiir die kritische Druckspannung des geraden 
Stabes mit einfach-symmetrischem Profile und verhaltnismafig groBem  Drill- 
widerstande. 

Beim Trager mit quasi-wélbfreiem Querschnitt liefert (38a) wegen p,** = py** = 0 
die erste Eulersche Knicklast. 


B. Verwertung der ftir die kritischen Drucke in III und IV abgeleiteten 

Formeln zur Berechnung der LEigenfrequenzen des gleichmafig 

gedriickten Bogens oder Ringes mit einfach-symmetrischem offenem 
Querschnitte. 


Bei den bisherigen Untersuchungen war vorausgesetzt, da der Kippvorgang in 
einem elastisch widerstehenden Mittel vor sich gehe. Deutet man diese elastischen 
Widerstande als Tragheitskrafte, die man bei Herleitung der Schwingungsgleichungen 
zur vorhandenen Belastung hinzuzufiigen hat und die ja verhaltnisgleich mit den 
elastischen Verschiebungen sind, so stimmen die Grundgleichungen des behandelten 
Stabilitatsproblems mit den Schwingungsgleichungen vollkommen iiberein. Die in 
den Abschnitten III und IV gewonnene Kenntnis der Abhangigkeit des kritischen 
Kippdruckes vom elastischen Widerstande erméglicht es daher, unmittelbar die 
Kreisfrequenzen des radial gedriickten elastischen Kreisbogens und Kreisringes fiir 
seine Schwingungen senkrecht zur Bogenebene anzugeben.’ 

Es bezeichne w die Kreisfrequenz der Eigenschwingungen, ju, die Masse des Bogen- 
tragers je Langeneinheit seiner kreisférmigen Achse. Da fiir die translatorische Be- 

6 R. Kappus: Luftfahrt-Forsch. 14, 449 (1937), Gl. (62). 

7 Umgekehrt lassen sich, wie vom Verfasser an anderer Stelle gezeigt worden ist, [Ingenieur- 


Arch. 8, 295 (1937)], die Ergebnisse von Frequenzberechnungen gedriickter elastischer Systeme 
zu deren Stabilitatsuntersuchung bei Vorhandensein eines elastischen Widerstandes verwerten. 
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wegung v eines Bogenelementes die Tragheitskraft gleich — py, v, der elastische 


Widerstand c, v ist, so gibt deren Gleichsetzung ¢, = — 4, ? oder in dimensionsloser 
Form | 
z CHa fy Oo 
== = —_ 1 ___ = — k, a 
mien eae : (a) 


wobei k die Bedeutung der Frequenzfunktion hat. 

Das Moment der Tragheitskrafte des Bogenelementes bei dessen Drehung um 
den kleinen Drehwinkel f betragt — pu, 1," ©? B, die elastische Drehbettung liefert 
ein Moment c, 8, so daf& aus der Ubereinstimmung beider Momente c, = — #1, 1,° 0 
folgt oder dimensionslos 


(b) 


: Cra fy O74) oO Ones 
6, = 22-=— +S -=—k—-, 


fo dee © ete aa 
Mit (a) und (b) geht (19) iiber in die fiir die Frequenzfunktion & quadratische Gleichung 


di? (2 to) é | 


k2 i” a) | ty” 
i ena yee ne EU, 


3 
+ » (v? — 1) (en v= + vp) i“ M =0, 


worin M den von ¢, und ¢, freien Anteil von Xt in der Gl. (21) bezeichnet. Da voraus- 
eee 
setzungsgemaB “a 1, so ergibt sich die kleinere der beiden Kreisfrequenzen ge- 
niigend genau mit 
Ph heh oe TD 2 as qa / 
MS ee (39) 


iy? My € 
TAO WiGiieiee Beoe ae 
a ( wt) 4 


Diese Gleichung gestattet die Berechnung der Abminderung der Kreisfrequenz der 
Schwingung senkrecht zur Bogenebene durch die Wirkung des AuSendruckes q im 
allgemeinen Falle des Bogens vom Offnungswinkel 2 « (> = 5) und mit einfach- 
symmetrischem offenem Querschnitte. 

Fiir den Sonderfall eines Kreisringes mit doppelt-symmetrischem und 


quasi-symmetrischem Querschnitte ist » =m (ganze Zahl = 2) und es folgt mit 
e = 0 bei Lastfall b das Ergebnis 


‘ ae ; 9,2 
iD ie 1D BT, G 1) (n? + A) H %, nma(l+aA n’) 


p2 Uy” 
n? + 2 + a 


4 > 
1, a* @ 
ee ue) = 


BS. 


5 (40D) 


[ 3 
mn? (1 + 2?) — i 2 (2 n? — | 
LU x 


das bei Vernachlassigung des durch die Glieder mit 7,?/a? ausgedriickten Einflusses 


der Drehungstragheit tibereinstimmt mit einem vom Verfasser® auf anderem Wege 
gewonnenen Ergebnisse; fiir den Lastfall a folgt 


n? (n? — pues n(n? + 7 ora 1 An? 
) je mel NE Sees we (1 ++ An?) 


k= (40a) 


, 2 
ne + 24 e c (Wajda) EE a n’ 
‘ x 


beide Ergebnisse fithren mit w = 0 auf die in (24b) und (24a) angegebenen, den Ein- 


a 


tritt der Instabilitat kennzeichnenden Werte u,, = ae zurtick. 
aad ie 


8 K. Federhofer: Ingenieur-Arch. 4, 119 (1933). 
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V. Die Kippsicherheit des Kreishogentrigers mit eingespannten Enden. 


Wir setzen vollkommene Kinspannung der Bogenenden voraus, so dafs deren Ver- 
schiebung und Verdrehung sowie auch die Stirnflachenverwolbung der beiden End- 


querschnitte restlos verhindert ist. Dann gelten an den Randern y= +.« die 
Bedingungen 


v=—0, P=0, = 0,* pr=0. 
Die durch (9) dargestellte allgemeine Losung v(y) der Grundgleichung (8) hat daher 
bei Beachtung des fiir 6 gewonnenen Ansatzes GI. (13) folgende Bedingungen an 
den Stellen y = + « zu erfiillen: 

=), T= 0, 

boot bye’ 4b, 0 — 0. (wegen 6 = 0 und 0 = 0), 

by vv" + b, oY + 6, UI = 0 (wegen fA! = 0 und dv! — 0). 
Dies ergibt fiir die acht Integrationskonstanten A,, B, (k = 1, 2, 3, 4) ein homogenes 


lineares Gleichungssystem, dessen gleich Null gesetzte Ros friniunten determitanite 
die Kippbedingung liefert. Der Abkiirzung wegen sei 


COS 1, % = Cy, 
Sioa 1 oe (ioe 2S, 4) 

ay (bo M4 — by m2 + by) M1? = hy 

gesetzt, womit folgende Kippbedingung entsteht: 


Cy Cy C3 C4 Sy S82 83 S4| 
Cy é oR Ch —s, — 8, — 85 — S&S, 

— Ny 8; —Ny Sy —NszS3 —Nyg Sy Ry ey Ha es Ra a NW, C, 
fires. Mai S Mesa Ns Sq Ms C4 Wiis Nels M4 Cy) 
Prepon Wis C5 Bats lin Cy hss he 85 hs 3 iS sire 
hy cy hy Cs hs C3 hy C4 —hy sy — hy 8, —hs 8s —hy 8, 

Ny Ny Sy NaN, So Ne Ns Sy Ny hy Sy —N, hy Cy —NghygCg —Ngh3Cy — Mg hg Cy | 

NLS ain NaiSa hy We’ Sx. ‘Woy Nig Sy ENE Walls Cs Ne Ne Cs Mh Ce 


Durch Addition bzw. Subtraktion aufeinanderfolgender Zeilen ergibt sich: 


| Cy Co C3 C4 

| 

| Ny 81 Ne Sz Ns 83 Mq Sq 

Re dy Cy hy Cy Maes hy Cy 

| 

pn Pee adie l, 8. Highs By. iy Wy 84 kin, 
Sy So S3 Sy | 


| 

| : : ; A Aye, gil NsC. Ny C4 | 
| aS; Rs So We Sx esa 
: DD Ca ail Gs v WNa Neb, ne Mpls 


Man erkennt, daB diese Kispbedingung sich spaltet in die beiden nur vierreihigen 
Determinantenbedingungen : 


1 1 i 1 | 
| n, tg n, o Ne tE Ny Ns t@ Ns x ny tengo | a (41) 
| hy hy h; hs 


ny hy ten x Mmhatgn,xn Nghgtgnsx mh tengo 
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] il I ¥ | 
| Ny ctg ny x Rs ctg Ths A. Is ctg Veg 70.6 Ng ctg Ns x | Lo 0 (42) 
i h, hs hs hs . 


nh, ctgn,« MNyhactgn,xn Nghzctgngx Mh ctg ny | 


Diese Aufspaltung driickt aus, daB die den vorliegenden Randbedingungen ge- 
niigenden Loésungen v(y) und f(y) entweder gerade oder ungerade Funktionen 
von g sind, und. zwar liefert Gl. (41) die Kippbedingung fiir die symmetrischen, 
Gl. (42) jene fiir die zur Bogenmitte gegen-symmetrischen Kippfiguren. 

' Die Ermittlung der kleinsten Wurzeln dieser beiden transzendenten Kippgleichungen 
erfordert ersichtlich sehr langwierige Rechnungen, denn es kommen darin vier ver- 
schiedene Argumente »; « vor, die der Hauptgleichung (10) — einer Gleichung 
vierten Grades fiir n,2 — gentigen miissen, deren Wurzeln auch imaginar und komplex 
sein kénnen. 

Im Gegensatz zum Zweigelenkbogen ist daher beim eingespannten Bogen ebenso 
wie bei Vorliegen anderer Lagerungsbedingungen (z. B. bei elastischer Kinspannung 
oder bei der von H. Nylander® eingehend untersuchten ,,gebundenen Kippung~ 
des geraden Balkens mit J[-Querschnitt) eine strenge Losung der Kippgleichung des 
gleichmabig gedriickten Bogens mit bloB einfach-symmetrischem offenem Querschnitte 
nicht moglich. Praktischen Zwecken gentigende Naherungslosungen kénnen unter 
Benutzung der hier entwickelten Theorie nach den bekannten Verfahren von W. Ritz 
oder B. G. Galerkin gewonnen werden, wortiber nach AbschluB der im Gange be- 
findlichen beziiglichen Untersuchungen berichtet werden wird. 

Die Kipplastberechnung des nur im Scheitel mit einer lotrechten Einzellast be- 
lasteten Bogentragers und des am freien Ende belasteten kreisf6rmigen Bogentragers, 
welche von K. Federhofer!® und von K. Karas! unter Zugrundelegung eines 
quasi-wélbfreien Querschnittes auf graphischem und analytischem Wege erledigt 
worden ist, soll in einer folgenden Arbeit in der Erweiterung auf einfach-symmetrische 
offene Querschnitte behandelt werden. 

(Hingegangen am 22. September 1948.) 


Neuere Probleme des kiinstlichen Horizontes und der Navigation 
auf kreiselphysikalischer Grundlage. 


Von H. Watzlawek, Innsbruck. 
Mit 13 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Nach Darlegung der Wirkung der Beschleunigungen auf Horizontapparate 
in Flugzeugen wird vor allem der astatische, gestiitzte Kreisel behandelt. Mit ihm erscheint 
modglich, Horizontanzeigen in Flugzeugen auch bei Kurvenfliigen mit einer Genauigkeit von 
Lt 1’ 2u erlangen. 

Zum Schlu8 wird die Konstruktion eines Kursgeriites hoher Genauigkeit besprochen. Die 
wichtigste Patentliteratur ist angegeben. 


(a2) 
wR 


u 


Summary. After exposing the effect of acceleration on devices indicating the horizon the 
astatic, automatically steered gyroscop is, above all, dealt with. By means of this instrument 
it is possible to get in airplanes indications of the horizon, even when flying curves, with an 
exactness of + 1’. 
®° H. Nylander: Abh. Schwed. Ingenieurwiss. Akad. Nr. 174, Stockholm 1943. 

10 K. Federhofer: Bautechn. 2. Jg. 306 (1924); 8.-B. Akad. Wiss. Wien, Abt. Ila 134, 81 
(1935). . 

1K. Karas: Festschrift der Deutschen Techn. Hochschule Briinn 1924, 8. 240; Mitteilungen 
des Hauptvereines deutscher Ing. in der Tschechoslow. Republik, Jg. 13, 255 (1924); Jg. 16, 66. 
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At the end the construction of a device indicating the course with a high decree of exactness 
is discussed. The essential literature dealing with the patent is enumerated. 

Résumé. Aprés avoir exposé l’effet de l’accélération sur les appareils indicateurs d’horizon 
dans les avions, on traite principalement du gyroscope astatique, a direction automatique. Grace 


a cet appareil, il semble possible d’obtenir des indications @horizon, sur avions, méme dans des 
vols courbes, avec une exactitude de -- I’. 


Finalement, on diseute la construction d’un appareil indicateur de direction. On énumére 
les principaux brevets obtenus. 
; EKinleitung. 


Durch die bevorstehende rasche Entwicklung des Atomkraftantriebes fiir Raketen- 
flugzeuge, die eine Reise um die Erde in wenigen Stunden erméglichen werden, ist 
es von groBter Wichtigkeit, die Genauigkeit der Gerate zur Horizont- und Ortsangabe 
méglichst zu steigern. Bei Héchstgeschwindigkeitsflugzeugen mit etwa 5000 km/h 
Geschwindigkeit kann eine Fehlanzeige des Horizonts um wenige Bogenminuten 
von verheerenden Folgen begleitet sein. Es sollen nun die wichtigsten kreiselphysika- 
lischen Unterlagen zu diesen Problemstellungen dargestellt werden. 


1. Horizont. 


Der Horizont ist fiir einen ruhenden, mit der Erde fest verbundenen Beobachter 
eine experimentell sehr genau angebbare GréBe. Wesentlich anders ist es jedoch, 
wenn sich der Beobachter in einem Flugzeug befindet, das irgendwie in der Horizontal- 
ebene gerichtete Beschleunigungen erfahrt. Noch verwickelter werden die Verhaltnisse, 
wenn auch Vertikalkomponenten von Beschleunigungen vorkommen. Die Angabe 
des Horizontes ist dann ein raumliches Problem und die Apparatur hierzu wird dadurch 
sehr kompliziert. Bei ruhigen Horizontalfliigen geniigt in erster Naherung die Lésung 
des ebenen Problems. Hierzu sind zuerst Pendel und Libelle, spater Kreisel ver- 
wendet worden. 

A. Pendel und Libelle. 


1. Allgemeine Uberleguigen. 


Bei horizontaler, beschleunigter Bewegung stellt sich ein Pendel oder eine Libelle 
durch die auftretenden Tragheitskrafte ein. Pendel und Libelle stellen sich, nach 
der Bezeichnungsweise von Prof. R. Tomaschek, je nach der Schwingungsdauer 
des Anzeigesystems in das ,,relative Tragheitslot“‘ ein (Abb. 1). Es ist: b, = Fahr- 
zeugbeschleunigung, b, = Tragheitsbeschleunigung, g, = Scheinlotbeschleunigung, g, = 
= Tragheitslotbeschleunigung, L,’ = Richtung des relativen Tragheitslotes, relativ zum 
Fahrzeug auf einer Bahn, parallel zur Erdoberflache, bei groBerer Schwingungsdauer 
des Systems. 

Im allgemeinen ist 7, + sen’, darin bedeutet «,,, den Scheinlotwinkel sepeiniot- 

Das Pendel oder die Libelle stellt sich also in das relative Tragheitslot ein, und 
im allgemeinen ist < sen + sen’, da die Systemeigenschaften bestimmend eingehen. 
Man liest somit niemals die Richtung des wahren Lotes (Ruhelot) ab, sondern die 
Ablesung erfolgt nur relativ zum relativen Tragheitslot. 

Sieht man von einseitigem Kurvenflug ab, so daf also ein systematischer Fehler 
nicht auftritt, dann wird die Ortung besser, wenn es gelingt, ein System zu bauen, 
das den Schwankungen des Tragheitslotes (oder Scheinlotes) entweder gar nicht 
oder nur in so geringem Mae folgt, daB durch Mittelbildung der geringen Schwankun- 
gen des relativen Tragheitslotes um das wahre Lot wahrend einer Beobachtungszeit 
von etwa 1 bis 2 Zeitminuten die Horizontanzeige mit einer Genauigkeit von + I’ 
erfolgen kann. Wiinschenswert ist aber ein System, das in jedem Augenblick, ohne 
Mittelwertbildung, sofort den wahren Horizont mit einer Genauigkeit von mindestens 
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+ 10” anzeigt. Bis jetzt wurde eine Genauigkeit von + 6’ in iiblichen Geraten bei 
Geradeausfliigen erreicht. Das Pendel erméglicht rein theoretisch doch eine strenge 
Lésung, namlich in Gestalt des 84-Minutenpendels von 


i it O. Martienssen,! M. Schuler und Fienssen.? 


2. Der Schulersche Satz.3 


Ein Fadenpendel, dessen Aufhangepunkt an der Erdober- 
flache und dessen Masse im Erdmittelpunkt (als Gedanken- 
: experiment) sich befindet, ist vollkommen stérungsfrei gegen 
%H jedwede Horizontalbeschleunigung und es stellt sich ohne 
Fehlanzeige in das jeweilige wahre Schwerelot ein. Die Schwin- 


gungsdauer’7' dieses Pendels betragt 
Abb. 1. Scheinlot und 


Tragheitslot. hie) a) # = 84:4 Minuten 
gq 


(R = Erdradius, g = Fallbeschleunigung) und daher heif®t es das ,,Schulersche‘ 
oder ,,84-Minutenpendel‘’. Fiir die Bewegung eines Pendels auf ruhender, eben ge- 
dachter Erde gilt mit 


die Differentialgleichung : 
p+ tp=0 oder b=k2B=0 (1) 


(O, = Tragheitsmoment, 6 = Ausschlagwinkel). Fir ein auf eben gedachter Erd- 
oberflache, mit der Horizontalbeschleunigung » bewegtes Pendel gilt: 


Ob +mgsB=mgs—. (2) 
Erfolgt die Bewegung des Pendels auf kugelformiger Erde, dann erfolgt die Anderung 
der Lage des Erdschwerevektors mit der Winkelgeschwindigkeit +, so daB bei Bahn- 


geschwindigkeitsanderungen ein Zusatzmoment 0, - > zum ‘Tragheitsmoment ent- 
steht, so daf gilt: 
Bap ey ea 


Oo O g i 
und mit 
2 mgs Pe erga 
OS Sg eas 
wird 
B+ B= ( — 93) (3) 
Im Falle der Frequenzanpassung 
a 
k = Vo == : = (4) 
erhalt man das Schulersche Pendel mit der Schwingungsdauer 
2% ‘ [R ; : 
Ce / | = 844 Minuten. (5) 


1 0. Martienssen: Z. Instrumentenkunde 82, 308 (1912). 

2 M. Schuler: Physik. Z. 24, 344350 (1923). 

3 R. W. Pohl: Einftihrung in die Physik, Bd. 1, 8S. 109—111. Berlin: Springer-Verlag. 1931; 
siehe auch M. Schuler,|l. ce. f 
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Praktische Ausfiihrungen des 84-Minutenpendels sind versucht worden, aber 
tiber 30 Minuten Schwingungsdauer ist man nicht hinausgekommen. Unter anderem 
sei das Doppelkreiselgerat in einer vollkommen in Fliissigkeit schwebenden Kugel, 
das von J. W. Geckeler* entwickelt wurde, genannt und das mit Drosselklappe 
_versehene Pendel mit Fliissigkeitsdampfung bzw. mit eingebautem Kreisel mit verti- 
kaler Prazisionsachse von K. Glitscher.® 

Neuerdings hat man das Prinzip des 84-Minutenpendels aus mehreren schwer- 
wiegenden Griinden verlassen. 


B. Kreiselpendel. 


Zur Herstellung eines kiinstlichen Horizonts ist ofters das Kreiselpendel*® 
(Pendelkreisel oder Kreisellot) verwendet worden. 

Die strenge Lésung der Eulerschen Kreiselgleichungen macht groBe Schwierigkeiten, 
weswegen A. Féppl eine Naherungsmethode bei Beschrankung auf kleine Kreisel- 
auslenkungen angab. 

Ein anderer Weg besteht darin, die Bewegungsgleichungen mittels der Lagrange- 
schen Gleichungen anzusetzen. Auf diese Weise ist die analytische Behandlung des 
freien Kreisels in kardanischer Aufhangung und dessen Auswanderung unter der 
Wirkung der Nutation mdéglich und fiihrt auf elliptische Integrale.’ 


1. Die Foépplschen Gleichungen.® 


In bezug auf ein rechtwinkliges, raumfestes Koordinatensystem mit den auBeren 
Momenten M, um die x- und M, um die y-Achse lauten die Fépplschen Gleichungen: 


0,-%+JB=M, J = Kreiselimpuls, (6a) 
0,-B —J&=M, © = Tragheitsmoment. (6b) 


Die Momente M,, M, konnen als Funktionen der Zeit und der Winkel « und £ ein- 
gesetzt werden, dann ergeben diese beiden Fépplschen Gleichungen die Abhangigkeit 
der Winkel «, B von der Zeit ¢. 

Bei Vernachlassigung der wirklichen Tragheitsmomente und Einfiihrung der 
Richtmomente y, « und y, 6, wobei meistens 


Ox Ye eh. S 
(s = Schwerpunktsabstand von der Drehachse) ist, erhalt man mit den Stoérmomenten 
M,, M, die Gleichungen: 


JSi+y.B = M,, (7a) 
y,« —J p= My. (7b) 


Bei Beschleunigung des Kreiselpendels in Richtung der #-Achse (Geradeausfahrt) 
erhalt man mit den Abktirzungen 


¥i Yo __ pe sig dae eden 
a k und- " ¥, R 
1 Fr. W. Geckeler: Der KreiselkompaB auf Flugzeugen. Jb. d. Lilienthal-Gesellschaft 504 


bis 512 (1936). Nase 
5 K. Glitscher: D. R. P. 653907/1937. 
6 {ber Fleuriai-Horizont siehe L. Favé: Rev. marit. Coloniale 84, 5 (1910); D. R. P. 286498, 


281952, 235477. : 
7 B.L. Nicolai: tiber die kraftefreie Bewegung eines Kreisels im Kardangehinge. Appl. 
Math. a. Mech. (russ.) (1939); siehe auch Z. f. M. (1942). 
SM: Bees Die Kreisellehre, in Miiller-Pouiletts Lehrbuch der Physik, Bd. I, 1. Teil, 
S. 761—767. Braunschweig: F. Vieweg. 1929. 
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schlieBlich : 
2 a Wo 2 , J ke Baas } 
OT ae oe eee es! sau ae 6) 
und 
B+ bp = (8 — 8) 7 (9) 


Der Vergleich der Gl. (1), (9) ergibt, daB sich das Kreiselpendel hinsichtlich der 
B-Achse so verhalt, wie ein mathematisches Fadenpendel. Fiir die Frequenzanpassung 
ky, erhalt nian wiederum das Schuler-Pendel. Die f-Achse ergibt hierbei keinen 
Ausschlag, um die «-Achse ergibt sich ein Fahrtfehler, der proportional v ist im 
Betrage von 

J 
ee a — (10) 
2 
Mit Hilfe des scheinbaren Tragheitsmomentes = um die f-Achse erhalt man fiir 
die Schwingungsdaver : ; 


(ered ieee 2n|/ di -\"= 2n\/ = — 84:4 Minuten. (11) 
yp Yo mgs g 


Ist k + 1), dann ist der Drall um die f-Achse nur unter bestimmten Annahmen be- 
rechenbar. Macht man hierfiir die Annahme, da die Beschleunigung 6 = v in Fahrt- 
richtung konstant sei, dann erhalt man als Gleichgewichtslagen, um die die Stér- 


schwingungen erfolgen, 
Sl | hs 


Xo = 1 = oy oF (12) 
2 — v2 bd 
Bo = - 7.2 9g (13) 
und fiir den Drall um die f-Achse: 
Jp = SF 0% = 7 ms v. (14) 


Ist der Drall Jz um die £-Achse gleich m sv, dann ist es méglich, wenn dieser Drall 
kiinstlich durch einen auf dem Pendelkreisel aufgebauten zweiten Kreisel erzeugt wird, 
leichter, ein 84-Minutenpendel (Frequenzanpassung k= 1) zu erzeugen. Diese 
Lésung wurde von K. Glitscher® angegeben. 

Bei Auftreten von Fliehkraftbeschleunigungen und _ Coriolis-Beschleunigungen 
treten ganz erhebliche Fahrtfehler auf, die die Verwendbarkeit des Pendelkreisels 
ganzlich in Frage stellen. 


C. Astatischer Kreisel. 


Ein astatischer Kreisel behalt seine Impulsrichtung im Raume bei und wandert, 
abnlich dem Foucault-Pendel je Zeitminute um 15’ aus, was ihn fiir Horizontanzeige 
ohne Zusatzeinrichtung unbrauchbar macht. Ferner ist stets ein kleines Zusatzmoment 
vorhanden, ebenso stérende Lagerreibung. Eine Abhilfe bietet die sogenannte 
» Stitzung™ des Kreisels. Diese besteht darin, dai man das Scheinlot als Richtungs- 
geber benutzt und durch geeignete Gegenmomente bei Ausweichen des Kreisels aus 


® K. Glitscher: D. R. P. 598840, K1. 42c¢, 599596, K. 42¢; Wiss. Verdff. Siemens-Werken 19, 
68—72 (1940). 

© R. Grammel: Der Kreisel, 8. 272—283. Braunschweig: F. Vieweg. 1920. Z. Flugtechn. 
Motorluftschiff. Jg. 1, 10 (1919). — F. Klein und A. Sommerfeld: Uber die Theorie des Kreisels, 
8.919. Leipzig: B.G. Teubner. 1897. 1910. — Anschiitz-Fliegerhorizont: D. R. P. 301738, 
299615. 
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der Vertikalen den Kreisel wieder in die Vertikale zuriickholt. Die Stiitzung kann 
mittels PreSluft, lichtelektrisch und elektromagnetisch erfolgen. 


1. Stiitzungsarten (Abb. 2). 


1. Proportionalsttitzung. Das stiitzende Drehmoment kann _ proportional 
den Ausschlagen des Kreisels aus seiner Ruhelage anwachsen. 

2. Das sttitzende Drehmoment nimmt proportional den Ausschlagen des Kreisels 
zu und bleibt nach Erreichen eines bestimmten Ausschlages konstant. 

3. Schwarzweifsttitzung. Das _ stiitzende 
Drehmoment ist tiber den ganzen Bereich konstant 
und springt nur in der. Richtung um, wenn der 
Kreisel durch die Ruhelage hindurchgeht. 


Moment 


4 ; =e EAS 
2. Stitzfelder. Pee ee 
Man kann nach M. Schuler und K. Magnus Te ae 
. ys . A . WAITOELUMN 
die Wirkung eines Stiitzmomentes durch die vek- “9 


torielle Geschwindigkeit kennzeichnen, die die 


: : rs Abb. 2. Stitzungsarten. 1 Proportio- 
Kreiselspitze durch es erfahrt. eee a a ale 


nalstitzung, 2 Proportionalstiitzung 

«... Quer- mit konstantem Bereich, 3 Schwarz- 
r ~neigung des Horizontes. weifstiitzung. 

B... Langs- f 

Bewegung + « bedeutet eine Auswanderung der unteren Kreiselspitze nach rechts, 

also eine Neigung des Horizontes nach links. Bewegung + f bedeutet ein Auswandern 

in Flugrichtung. 


~8 
Abb. 5. Abb. 6. 
Abb. 3, 4, 5, 6. Stiitzfelder. 


1. Eindiisenstiitzung. Die Vektoren sind senkrecht zur «-Achse und wachsen 
proportional mit dem Abstand von der x-Achse (siehe Abb. 3). 
Ingenieur-Archiv IV, 1. 4 
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2. Doppeldiisenstiitzung. Wird noch eine Stiitzung um die B-Achse hinzu- 
genommen, dann erhalt man das Stiitzfeld der Abb. 4. 


3. Schwerestiitzung. Schwerestiitzung, das heiBt mittels Schweremoment 
durch Schwerpunktstieferlage. Die Vektoren stehen stets senkrecht zur Verbindungs- 
linie zum Nullpunkt und nehmen proportional mit dem Abstand vom Nullpunkt 
zu (siehe Abb. 5). Dieses Stiitzfeld allein kann nie einen Fehler riickgangig machen, 
es muB daher mit einer Stiitzung nach Abb. 3 oder Abb. 4 kombiniert werden. 


4. Schwarzweifstitzung. Erfolgt die Stiitzung nach rechtwinkligen Koordina- 
ten, dann erhalt man Abb. 6. Die Unstetigkeit der Richtung durch eine Schwarz- 
weiBstiitzung lat sich durch Stiitzung nach Polarkoordinaten vermeiden, es bleibt 
nur ein einziger unstetiger Punkt, nimlich der Koordinatenursprung. Man erhalt 
ein der Abb. 4 analoges Bild, jedoch mit gleichlangen Vektoren. 


3. Stiitzgeschwindigkert. 


Ist die Stiitzung zu stark, dann macht der Kreisel alle Scheinlotschwankungen 
mit. Sie mu8 daher so schwach gewahlt werden, da der Kreisel bei einer staérkeren 
Stérung mit Sicherheit zuriick- 

gefiihrt, bei einer schwacheren 

aber nur wenig dieser folgt. Die 

hierbei herrschenden Verhalt- 

----  nisse sind in Abb. 7 dargestellt. 


Die Abszissenachse ist die 
Zeitachse ¢, auf der Ordinaten- 
achse ist der Fehlwinkel y zwi- 

Abb. 7. Scheinlotschrieb und Stiitzgeschwindigkeit. schen wahrem Lot und relati- 

vem Tragheitslot aufgetragen. 
Die stark ausgezogene, etwa sinusformige Linie stellt die Schwingung des relativen Trag- 
heitslotes um das wahre Lot dar. Zur Zeit ¢ = 0 kann die Kreiselachse irgendwie ausgelenkt 
sein, z. B. sich inden Punkten A, oder A, befinden, was nicht vorher gesagt werden kann. 
Die Kreiselachse lauft je nach der Starke der Stiitzung schneller oder langsamer, aber 
mit konstanter Geschwindigkeit stets zum relativen Tragheitslot, so daB sich eine 
Zickzacklinie ergibt. An der bei A, beginnenden Zickzacklinie erkennt man sofort, 
daB der Kreisel nach Ablauf der sogenannten ,,Einschwingzeit t in das wahre Lot 
innerhalb des Fehlerstreifens einschwingt. Es ist aus der Abbildung weiter zu ersehen, 
dai der Fehlerstreifen bei schwacher Stiitzung betrachtlich schmaler als bei starker 
ist. Je kleiner die Stiitzgeschwindigkeit ist, um so mehr werden die Amplituden der 
Scheinlotschwankungen verkleinert. Es mu8 die Stiitzgeschwindigkeit méglichst 
klein, z. B.1/,° pro Zeitminute gemacht werden. Die haufigste Periode der sogenannten 
,, Scheinlotschriebe*‘ normaler Flugzeuge mit 3-Achsensteuerung hat 20 Sek. Schwin- 
gungsdauer und 2° Amplitude. Bei einer Stiitzgeschwindigkeit von 2°/Minute erhalt 
man eine mittlere Ungenauigkeit des Horizonts von 10’, bei der experimentell noch 
erreichbaren Stiitzgeschwindigkeit von 0°5°/Minute nur 2 bis 3’, was sehr befriedigend 
ist. Die Reibungseinfliisse in den Kardanlagern stéren die konstante Stiitzgesch windig- 
keit. Diese kann solange nicht herabgesetzt werden, solange die Lagerreibungen in 
den Kardanlagern nicht verringert werden. Es taucht hier die wichtige Frage auf, 
welcher Zusammenhang zwischen minimal médglicher Stiitzgeschwindigkeit und der 
Reibung in den Kardanlagern besteht? Zur Verminderung der Lagerreibung kann 
man PreSluft- und Magnetlagerung wahlen. 


relatives Traigheitstot watres Lot 
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4. Die Lotzentrale.™ 


Zur Anzeige des Scheinlotes und zur Steuerung des Kreisels dient eine Libelle, 
die mit Elektrolytfliissigkeit gefiillt und mit vier elektrischen Kontakten versehen 
ist. Der astatische Kreisel tragt an seiner Gehauseunterseite diese Libelle. Die 
Libelle zeigt stets das relative Tragheitslot an (siehe Abb. 7) und die Kontaktgebungen 
steuern je einen Stiitzmotor auf der «- bzw. B-Achse (siehe Abb. 8). Fiir die weiteren 
Berechnungen sei niherungsweise angenommen: Die Lotzentrale wirke so, daB der 
Stiitzmotor auf der ~-Achse proportional der 
Auslenkung um die f-Achse und jener auf 
der B-Achse proportional der Auslenkung 
um die «-Achse beaufschlagt werden. Die 
Strom-Momenten-Charakteristik der Stiitz- 
motore ist linear und der «-. bzw. B-Motor 
erzeuge pro 1mA Stiitzstrom genau das 
gleiche Drehmoment. Fiir die Berechnungen 
sind die Stiitzmomente als 4uBere Momente 
anzusehen. F 

1. Astatischer Kreisel mit Lot- 
zentrale bei Reibung um die «-Achse 
allein. Die Reibung um die «-Achse sei Abb. 8. Lotzentrale. 
geschwindigkeitsproportional, das heiBt R « 
ist das Reibungsmoment um die «-Achse, wobei R der Drehdimpfungswiderstand 
ist. Die Foépplschen Gleichungen lauten bei Vernachlassigung der Glieder 0, - x 


und 9, - 6 wegen der Kleinheit der Winkelbeschleunigungen % und B folgendermaBen : 
x-Achse: +JB+Ritkp =o, (15 x) 
B-Achse: —J«& —kan=0. (15 B) 
—J «x und J sind die Kreiselmomente, R « das Reibungsmoment und — k a, kB 
die Sttitzmomente. oe 
Fiir die Anfangsbedingungen, daf8 fiir t= 0, 6 = Bf) und f = 0 ist, ergibt die 
Lésung der Fépplschen Gleichungen, dai a + ry ist, das heiBt die Bahn im w-f- 
: ( alas 
Diagramm ist keine Ursprungsgerade mehr, wie bei fehlender Reibung. 
2. Astatischer Kreisel mit Lotzentrale bei gleichzeitiger Reibung 
um die «- und f-Achse. Die Fépplschen Gleichungen lauten: 
a-Achse: +JB8 + Ri+kBp=0, (16 x 
B-Achse : J&+RB—ka=0. (16 B) 


Mit den Konstanten 


k Con Se eee ae ii 
a “=e eae 


und den Anfangsbedingungen: 

pas = 0, = i= konsh.,.: 6 = B,'=*konst., B =e Bp 
ergibt die Lésung, daB die Bewegung der Kreiselspitze im «-6-Diagramm durch eine 
Gerade wiedergegeben wird. 


3 Astatischer Kreisel mit Lotzentrale bei horizontalem Kreis- 
kurvenflug ohne Reibung um beide Achsen und ohne Tangential-. 


11 Niederland. P. 94627, KI. 42¢. 
4* 
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beschleunigung. Es bedeuten: v = Fluggeschwindigkeit = konst.; = Winkel- 


: vO k; y ~ 
geschwindigkeit des Drehkreises ; o5¢, = scheinlot = a aha konst., 7 a Dae Giiee Fallbe- 


schleunigung : 
Die Foépplschen Gleichungen lauten : 
x-Achse (Flugzeug-Langsachse): = + Tp AS ces ARP 6, (17x) 
y-Achse (Flugzeug-Querachse) : —JautJSopBp —kh(0.— coven) = 9. (1T¥) 
Mit den Anfangsbedingungen: 
i= 0, BP=B=0, B=H=0; w=a=—0, «=0 


und Konstanten 


yh Ly??? 1 + we 


ees VY @ Xsen ; v? O seh 
0 


erhalt man fiir ¢ —> co ein Einschwingen in die Endlagen: 


Bade =— Ky und apna = + Ky. 
+B 
Teens. 0 20___Inin 
42° af i 
y= a dey! 
-3/ ‘ 
n° Fz 442 
-#/ / 
NS M- ae) 2 
: yn 
Drebhreiszet 7 ~ pie hy 
. —— aMinuhen f 5 
-2° =f s Ny 
Abb. 9. Auslenkung als Funktion der Dreh- Abb. 10. Abhangigkeit der Konstanten Ky, K, 
kreiszeit. von der Drehkreiszeit. 


Im «-f-Diagramm ergeben sich Gerade, die je nach der Drehkreiszeit verschiedene 
Neigung besitzen (siehe Abb. 9). Die Auswertung ftic 
U°'@ 


vy = 500 km/h, g = 9°81 m/sec.2, ¥ = 1417-107, ots = 


ergibt: 


fe} 


Tabelle 1. o,,.,° in Abhangigkeit von der Drehkreiszeit T in Minuten. 


T Min. | 3 4 5 | 6 10 20 
| | | 

- 01045 00523 Saws | zor aoe — 1-047 0°524 
“aia Om Cal Oe! WOn Wl SOAs srt ae 

f : 0° | 0° 0° | 0° 0° 0° | 0° . 0° 
sch 50’ 55 yaa | DAs Boyes ie Q’’ | iy ASE 10’ i [in a4 Ss? rt Fae 5’ ee BA 33” 

<3) ape nh ED) Bie, ogee Sale ae. x a 
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Tabelle 2. K,°, Ko° in Abhingigkeit von der Drehkreiszeit 7 in Minuten. 


T Min. 1 } 2 3 4 5 6 TOs eels 20 
Se Se es 
° ° | | 
2 els + 0 | + 0 + 0° | + 0° + 0° + 0° + 0° | + 0° 
0’ 29” 0’ 54’ 1 17" | 1’ 39” 17 54” 9/ 67 | 2/ 26” } Q/ (7 
eta ats Bt He Ses Sie SGOT EEGs | ge 
5’ 3” 4’ 46” 4’ 25” a ee 3’ 49” 3’ 32” 9’ 33” | 1’ 3” 
DE fees Oe 600 500 200 0 +a 


Antangsbedngung: b= tg =0, G=0 tir t=0 


Abb. 11. Auslenkung « als Funktion der Zeit. 


Die Abhangigkeit von K, und K, von der Drehkreiszeit zeigt Abb. 10. Tragt 
man « = « (¢) und 8 = £ (¢) als Funktion der Zeit ¢ in Sek. auf (siehe Abb. 11, 12), 


omin. 


+2° 


ie ae Se Ne) 
¥ i pe NS 
f BVMse ae 


Antangsbedngung: 3-70, 0 tirt-0 
Abb. 12. Auslenkung # als Funktion der Zeit. 


dann erkennt man, daf der astatische Kreisel mit Lotzentrale ftir Kreisfliige ohne 
Tangentialbeschleunigung fiir 7’ = 650 Sek. = 11 Minuten Dauer sehr gut geeignet 
ist. Diese Betrachtung ist fiir Vorhandensein von Reibung und Tangentialbeschleuni- 


gung zu vervollstandigen. 
D. Experimentelle Untersuchung der Kreiselauswanderungen infolge 
Reibung um beide Kardanachsen. 


Die experimentelle Anordnung soll Kreiselauswanderungen in der GroBe von 
+ 1 zu registrieren gestatten (Abb. 13). Auf dem Schirm ,,Sch“‘ soll einer Kreiselaus- 
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lenkung von 1’ ein Weg von 1 mm entsprechen. Die Energiequelle /, die aus einem Hg- 
Lichtbogen von zirka 0°6 mm Lange besteht (Hochdrucklampe), wird mittels der 
Linsen L,, L, auf der Lochblende B abgebildet, um die Energiequelle besser aus- 
zunittzen. Diese Lochblende, die einen Durchmesser von 0:2 mm besitzt, dient als 
Lichtquelle und wird mittels der Hauptlinse L, deren Brennweite / = 1000 mm betragt, 
auf den Schirm 1: 1 abgebildet. Die Abnahme der Kreiselauswanderung ertfolgt durch 
Zwischenschaltung der Umlenkspiegel S, und S, und des Kreiselspiegels. S;, der 
gleichzeitig fiir das auftreffende Strahlenbiindel als Aperturblende dient. Der 
Spiegel S;,, dessen Durchmesser etwa 10mm _ betragt, hat bis zum Rande des von 
der Hauptlinse kommenden Strahlenbiindels einen Bewegungsspielraum von 
+ 3mm, der selbst bei Auslenkungen bis zu einigen Graden vollauf geniigt. 


arb = 1724 1m, wenn 1rd zessions- 
| withel von Sy, Imm-Weg aut ScturmSch | 
ergeven som. 
| 


Abb. 13. Versuchsapparatur zum Nachweis der Kreiselauswanderungen. 


An die Ebenheit der oberflachenversilberten Spiegel werden auBerordentlich 
hohe Anspriiche gestellt. Der Spiegel S, darf nur mit einer hauchdiinnen Schicht 
von Vakuumfett auf die ebene Stahlplatte des Kreisels aufgelegt werden; jede Art 
von festem Ankitten, z. B. mit Perol-Lack, ist ginzlich unbrauchbar. Einer Kreisel- 
Prazessionsauslenkung von + 1’ soll auf dem Schirm ein Weg von + 1 mm ent- 
sprechen, deshalb muf die Strecke a + b = 1724 mm sein, wenn die Gesamtlange 
a+b+c=2f=2000mm betragt. An elektrisch mit n = 30000 Umdr./Min. 
betriebenen Kreiseln mit Spitzenlagerung der Type 36% =, 500 Hz, 

= 2:9- 10? cm?- g- sec.-! ergaben sich folgende Tatbestande: 


1. Ohne Stiitzung lauft der Kreisel langs emer wenig gezackten Linie raseh weg. 


2. Bei schwacher Stiitzung und einem Widerstand von 250 2 im Stiitzkreis ergab 
sich ein Schwankungsfeld von 4’ x 20’, das auch wahrend einer Dauer von mehreren 
Stunden nicht verlassen wurde. Bei starker Stiitzung und einem Zusatzwiderstand 
von 700 2 im Sttitzstromkreis ergab sich ein Schwankungsfeld von 8’ x 15’ wahrend 
der Dauer mehrerer Stunden. 


Die Gréfe des Schwankungsfeldes hangt sehr stark von der GroéBe des Zusatz- 
widerstandes ab. Wird der Kreiselantrieb abgeschaltet, dann durchlauft der Kreisel 
Drehzahlen, bei denen er sehr ruhig verlauft, wobei der Lichtpunkt auf dem Schirm 
sehr scharf ist und absolut ruhig stehen bleibt. Jedes hérbare Lagergerausch macht 
sich sofort durch ein Unscharfwerden des Lichtpunktes deutlich. Man erkennt aus 
diesen experimentellen Angaben, daB- vor allem die Lagerungsverhaltnisse des astati- 
schen Kreisels mit Lotzentrale, der prinzipiell zur Erzielung eines guten kiinstlichen 
Horizontes besonders geeignet ist, naiher studiert und verbessert werden miissen. 
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Zur weiteren Untersuchung dient am besten ein Kardanrahmenschwinggerat, 
das gestattet, den Kreisel unter bestimmten Anfangsneigungen anlaufen zu lasseii- 
und hierdurch die Einfliisse der Anfangsneigung feststellen zu kénnen. Ferner soll 
der Einflu8 von Drehschwingungen auf die Lagerverhiltnisse untersucht werden, 
wozu ein Getriebe vorzusehen ist, das gestattet’, die beiden Kardanrahmen unabhangig 
voneinander und mit. beliebig veranderlicher Frequenz, Drehschwingungen ausfiihren 
zu lassen, deren Amplituden ebenfalls verandert werden kénnen. Weiter sind Riittel- 
und Drehtische und Translationsbeschleunigungsanlagen mit automatischer Film- 
registrierung zu bauen, wodurch ein abschlieBendes Urteil tiber diese Horizontkreisel- 
gerate gewonnen werden kann. Im allgemeinen wird sich zeigen, daB bei Flugzeug- 
drehungen im Sinne der Kreiseldrehung die Reibung in den Kardanlagern dampfend, 
im entgegengesetzten Falle aber aufschaukelnd wirkt. Besonders empfehlenswert 
ist die Verwendung des astatischen, gestiitzten Kreisels groBer Prazision fiir die 
Horizontanzeige in Handoktanten fiir die Astro-Flugzeugnavigation. Die Abnahme 
der Kreiselschwingungen bei einem derartigen Handoktanten geschah subjektiv 
mittels einer 4-Strichmarke, deren gegenseitige Strichabstande der leuchtenden, 
diinnen Striche (1/,’ breit) weniger als 1/99, mm betrugen (!). Im Stand ergab sich 
sehr genau die Prazessionsellipse mit einer groBen Halbachse von 15” und einer 
kleinen Halbachse von 10”. Nach ausgefiihrten Beschleunigungen mit der Hand 
ergaben 60° aller Reihenmessungen Horizontangaben unter 20’, 20% zwischen 20” 
und 30’, der Rest zwischen 30” und 1’ Genauigkeit. 

Horizontschwankungen tiber 1’ traten niemals auf. Somit war dieses Gerat viel 
besser als die bisher iiblichen Handoktanten, die bestenfalls im Stande eine Genauig- 
keit von 3’ bis 6’ ergaben. 


2. Ortsangabe. 


Es interessiert nicht nur der wahre Horizont, sondern bei Fernfliigen auch der 
augenblickliche Flugzeugort. Neben der funktelegraphischen Ortung, die jedoch 
verschiedensten Stoérungen unterworfen ist, empfiehlt sich die Astro-Navigation. 
Der Nachteil dieser Navigationsart ist das lastige Winkelmessen zu Gestirnen. Besser 
und einzig méglich bei Héchstgeschwindigkeits-Raketenflugzeugen ist eine Apparatur, 
die sofort den jeweiligen Ort angibt. Der Leitgedanke besteht darin, den Erd- 
drehungsvektor als Normal zur Messung heranzuziehen. Das kann mit Hilfe des 
Deklinations- und Inklinationskreisels geschehen. 


A. Deklinationskreisel. 


Bei bedeutender Verbesserung der Lagerungsverhaltnisse und Erhéhung des 
Kreiselimpulses ist der Deklinationskreisel zur Meridiananzeige,!* wenn er auf einem 
sehr genauen Horizont aufgebaut wird, geeignet und bietet somit die Méglichkeit, 
die geographische Lange eines Ortes zu bestimmen. 


B. Inklinationskreisel. 


Die Kreiselachse vollzieht im Meridian Schwingungen um die zur Achse der Erd- 
drehung parallele Richtung und erméglicht die Bestimmung der geographischen 
Breite g. Ebenso wie beim Deklinationskreisel miiBte zwecks einer technischen Ver- 
wendung dieses Kreiselgerates eine Entwicklung méglichst reibungstreier Lagerungen 


2 A.Féppl: Vorlesungen tiber technische Mechanik, Bd. VI, S. 253—266. 1943. Uber 
einen Versuch zur Messung der Umdrehungsgeschwindigkeit der Erde. 8.-B. Akad. Wiss. Miinchen 
34 (1904); Physik. Z. 5, 416 (1904). — M. Schuler: Eine Kreiselmessung zur Bestimmung der 
Erdachse. Foppl-Festschrift 1924. — R. Grammel: Der Kreisel, 8. 250—253. Braunschweig: 
F. Vieweg. 1920. . 
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und von Kreiseln mit extrem hohem Impuls erfolgen. Als Abart des Inklinations- 
kreisels ist das Gilbertsche Barygyroskop zu nennen, das ebenfalls fiir technische 
Instrumente in Betracht kommt. 


C. Kombinationsapparatur. 


Bringt man auf einem sehr genauen Kreiselhorizont den die geographische Lange 
anzeigenden .Deklinationskreisel und den die geographische Breite anzeigenden 
Inklinationskreisel "an und iibertragt man die Angaben dieser beiden Kreisel aut 
eine Braunsche Rohre, wobei der leuchtende Punkt auf dem Bildschirm die augen- 
blickliche Lage des Flugzeuges angibt. Durch entsprechende Mefbereichumschaltung 
und Steigerung der Genauigkeit der Kreiselapparatur laBt sich eine mittlere Orts- 
angabe auf beliebige Entfernungen auf rund + 200m erreichen, wobei die Anzeige- 
genauigkeit gegen die Pole hin stark abnimmt (1” entspricht ~ 31m und 
1’ ~ 1852 _m). Fiir den Flugverkehr zwischen + 50° und — 50° Breite ist das 
Gerat mit ausreichender Genauigkeit herstellbar und frei von jedweder auBerer 
Beeinflussung. Dieses Gerat wiirde auch fiir automatische Flugzeugsteuerung 
ein ideales Kursgerat darstellen. } 


3. Neue Konstruktionen von Kreiselhorizonten. 


Die neuen Horizontkonstruktionen miissen auch Kunstflugtauglichkeit gewahr- 
leisten. Wesentlich ist ein Doppelkardangehange, wodurch die wahren Neigungen 
des Flugzeuges unwirksam werden und die Komponenten einer wirkenden Be- 
schleunigung in drei festen Richtungen gemessen und deren Einflu8 auf die Ver- 
anderung der Horizontanzeige herauskompensiert wird. Es sind nur elektrostatische 
kapazitive Abnahmevorrichtungen mit Verstarkerschaltungen anzuwenden, um die 
notwendige Genauigkeit von weniger als 1’ zu gewahrleisten. Es sind ferner soge- 
nannte Sperrkreisschaltungen anzuwenden, wodurch der Horizont in sich die Stabili- 
sierung seiner richtigen Lage angezeigt bekommt. Die Dampfungen wirken ge- 
schwindigkeitsproportional und gewahrleisten ein rasches Einspielen aller drehbaren 
Teile. Durch die tragheitsfreie kapazitive Anzeige und Kopplung ist eine Momentan- 
anzeige des wahren Horizonts mit einer Genauigkeit unter 1’ erzielbar. 
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Tragerbeseitigung und Bandeinengung bei Impulsmodulation. 
Von R. Hofer, Wien. 
Mit 6 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Nach einer Darstellung der im wesentlichen bekannten theoretischen 
Beziehungen, die Impulsiibertragung betreffend, wird die Méglichkeit erdrtert, bei der Modulation 
die Tragerleistung einzusparen. Man findet, da auf diese Weise eine Energieersparnis bei Modulation 
der Héhe oder der Dauer (Breite) des Impulses méglich ist. Die Breitemodulation mit unterdricktem 
Triger gestaltet sich~bis zu einem maximalen Modulationsgrad von etwa 80% sparsamer als 
die Lagemodulation mit einem Sendeimpuls. Ein praktisch einwandfreier Impulsbetrieb mit 
Triigerunterdriickung bleibt jedoch voraussichtlich auf den UKW.-Bereich beschraénkt, in dem 
eine Fremdsteuerung des Senders keine allzu groBen Schwierigkeiten bereitet. Das Einseiten- 
bandverfahren ergibt bei der Impulsiibertragung nur Nachteile. 


Summary. After description of generally well known theoretical relationships concerning 
transmission of pulses, the possibility of saring transmitting power by modulation is considered. 
It is found that it is possible to save transmitting power by modulating the amplitude or the 
width of the pulses, if the carrier puls is suppressed. The modulation of the pulse width with 
suppressed carrier shows a reduction in power dissipation with respect to phase modulated pulses 
with normal carrier, if the maximum degree of modulation remains below approximately 80%. In 
transmitting and receiving pulses with suppressed carrier, it is necessary to amplify even low pulses 
rectilinearly and to add the high frequency carrier in the right phase position; the transmitting 
frequency can therefore be increased only within certain limits. It is not advantageous to combine 
pulse modulation with single side band transmission. 


Résumé. Aprés un exposé des relations en général bien connues relatives a la transmission 
des signaux, on a discuté la possibilité d’une économie de la puissance transmise en modifiant 
les procédés de modulation. On se rend compte quw’il est possible de réaliser une économie d’énergie 
en modulant le signal soit en amplitude, soit «en largeur». La modulation «en largeur» avec 
suppression de la porteuse se révéle plus économique que la modulation en phase avec porteuse 
normale, tant que le taux de modulation ne dépasse pas 80%. Cependant la transmission de 
signaux avec porteuse supprimée n’est pratiquement irréprochable que si l’on se restreint au 
domaine des ondes ultra-courtes, ot le pilotage séparé de ’émetteur n’offre pas trop de difficultés. 
Le procédé & bande de modulation latérale ne présente que des inconvénients dans la transmission 
des signaux. 


Man hat sich namentlich im vergangenen Jahrzehnt bemitht, die Reichweite 
der Sender zu erhdhen. Neben der praktischen Anwendung der hinsichtlich des 
Empfanges von Rauschstérungen unempfindlichen Frequenzmodulation haben die 
Steigerung des Wirkungsgrades von anodenmodulierten Sendern und _schlieBlich 
auch MaBnahmen zur Unterdriickung der fiir die Nachrichtentibermittlung entbehr- 
lichen Senderleistung in dem erwahnten Sinne Erfolg gebracht!~®. 

Es ist von Interesse festzustellen, ob die Beseitigung der Tragerleistung sowie 
die Halbierung der fiir die Modulation beanspruchten Bandbreite auch bei der Impuls- 
sendung mit praktischem Vorteil angewandt werden kénnen. Bevor wir jedoch auf 
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diese Untersuchungen naher eingehen, erscheint es angezeigt, die wichtigsten theoreti- 
schen Gesetze der Impulsiibertragung zusammenhingend darzustellen, obwohl diese 
im wesentlichen als vorbekannt gelten kénnen. 


1. Die charakteristischen Gré8en der Impulsiibertragung. 


Das Zeitintervall, in dem der wesentliche Teil der Impulsleistung ausgesendet 
wird, kann in die Rechnung mit Vorteil als Impulsdauer 1 eingefiihrt werden. Wir 
definieren t als das Intervall, in dem der Impuls zwischen seinem Anstieg und Abfall 
den halben Maximalwert erreicht. 


7 : : 1 : 
Bezeichnen wir mit /, = “p, die Grundtfrequenz der Impulsfolge, so gilt fiir das 
1 
Tastverhaltnis b 


b= T = Thy. (1) 


Bei der Ubertragung mehrerer Nachrichten verstehen wir weiterhin unter /, stets 
den Wert fiir einen Nachrichtenbereich. 

Der Verlauf der harmonischen Teilschwingungen des Impulses hangt besonders 
von der folgenden Variablen ab: 


B= ab = tr f). (2) 


Hierin bedeutet » die Ordnungszahl der Harmonischen. 

Die Aufgabe, die Impulsformen festzustellen, die sich bei einer bestimmten Band- 
begrenzung ergeben, wollen wir uns insoweit erleichtern, als wir stets Filter voraus- 
setzen, die in ihrem DurchlaBbereich keinerlei Verzerrungen der Amplituden und 
gegenseitigen Phasenbeziehungen verursachen und schlieBlich auch mit unendlicher 
Flankensteilheit das Sperrgebiet abgrenzen. Besitzt nun ein derartiges Filter die 
Grenzfrequenz f, = n,/,, so gilt fiir den entsprechenden Wert von f 


b= an, O = tT f,- (2a) 


f und £, bezeichnen wir als Band- bzw. Grenzbandwinkel, wobei dieser fiir alle praktisch 
méglichen Filter gemaB der gegebenen Definition als ein Naherungswert zu gelten hat. 

Bedeutet J; den Maximalwert des Impulses, J (¢) seinen Wert zu einer beliebigen 
Zeit t, so wird der Impulsverlauf durch das Verhaltnis gekennzeichnet: 


ye = (3) 
Besonders fiir Leistungsbetrachtungen sind der quadratische (¢?, Q?) und der 


lineare Mittelwert (p, P) des Impulses wichtig. Die Definition dieser GroBen, bezogen 
auf die Dauer der Impulsperiode 7’, lautet: 


k T+ as 
1 
kT, — a 
und 
ak T, + ae 
2 1 5 
Gap \Ve a. (5) 
Ty 
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In vielen Fallen ist es iibersichtlicher, diese Mittelwerte so festzulegen, als ob 
die gesamte Impulsenergie wahrend der Dauer t+ entstiinde, mithin 


: Pi 
kt, + 2 
Get Baty 
eae V ,dt b (4a) 
. T 
kT,— ae 
und 
Aree es a 5 

Q = ae (5a) 


Dabei setzen wir hier und in der spateren Gl. (6) voraus, daB k die Werte k = 0, 
+1, +2, +3...usw. annimmt. ' 


2. Das Frequenzband der unmodulierten Impulse. 


Die Impulsharmonischen findet man als Koeffizienten der Fourierschen Reihe, 
Es wird vorausgesetzt, daB der Impuls sein Vorzeichen nicht wechselt und in bezug 
auf den Abszissenwert ¢ = 0 symmetrisch verlauft. Wir bezeichnen mit A, die n-te 

; 3 me We : ; 
Harmonische und weiter das Verhaltnis aa mit V,. Es wird dann 


Z 


Ck T, + T,/2 
Vy oe V,cos (2a nt/T,) dt 6 
oe es es ,cos (2a nt/T,) dt. (6) 
kT, —,/2 


Die Auswertung ist fiir die nachstehend angefiihrten Impulsverlaufe gegeben: 


a) Fur die Fehlerkurve von GauB: 


t+kT; \? 
Veer ame 3 
worin nach der erfolgten Definition von t der Wert ¢ = 2°797 anzunehmen ist, erhalt 
man 
igt estes 
B= 2b)/ Ze ce: (6a) 


b) Fir das Rechteck gilt V,= 1 von t=k 1, — > bis t=k 7, + >> mithin 
findet man: 
Ve oh sin B 
: 3 (6b) 
ee es Ue 
= 


c) Fir das Dreieck gilt V, = 1 — — von t= 2, bis =F 7, = 7. und 


t—kT : 
Ve=14+— von t= kT, — 7; bist = by Somitewird: 


sin? 
Vig = 20 — (6c) 

Das Verhaltnis der Gleichstromkomponente zum Spitzenwert V, wird weiter 
unten in Gl. (8) festgelegt. Die Harmonischen V,, fallen mit steigender Ordnungs- 
zahl n, mithin auch mit wachsendem f mehr oder weniger rasch ab. Ihr Verlauf ist 
in der Abb. 1 in der Abhangigkeit von £/z dargestellt. Wahrend bei einem flauen 
Impulsablauf [V,, etwa nach der Gl. (6a)] der Abfall von V,, rasch erfolgt (Abb. 1, 
Kurve C;), ist das fiir eine annahernd formgetreue Impulswiedergabe notige Band 
bei einem dreieckigen und insbesondere rechteckigen Impuls erheblich ausgedehnter 
(Abb. 1, Kurven C, und C;). Namentlich bei den zuletzt genannten Formen interessiert 
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uns der durch endliche Bandbreite modifizierte Verlaut V tr- Diesen finden wir aus 


der folgenden Gleichung, wobei wir die GréBen Qe a und By = 2an/f,t einfithren: 


By 
Vir = Vo+S'Vn cos By. (7) 
g=1 
Bei kleinem Tastverhaltnis 6 wird in Annaherung : 
l "Bg 
Vin = oy | VY, cos B y dB. (7a) 
0. 


Abb. 1. Verlauf der Impulsharmonischen in Ab- Abb. 2. Symmetriehilfte des primar recht- 
hangigkeit von f/m, und zwar C, fiir die Fehler- eckigen Impulses bei beschrankter Band- 


kurve von Gau8 V, = 2b Vaj/e-T; CO, fir das breite: O, fir B, = oo; CO, fir fp, = 20; 


Dreieck und C, fiir das Rechteck V, = 20-T. CO, far B, = 2. 
Wir finden fiir das Rechteck, wenn S,;z = sin dy gesetzt wird, 
4 
Oe 
- 1 
Vig rt 9) Pl Ss) — 9) Bal} (7b) 
und schlieBlich fiir das Dreieck 
i 4 sin” Yy Bg ; 
Ver= gg {oo F+W) SA + 9) Bel +2 — 9 SL —y) Bil + 
+ 2y Si ly Bll. (70) 


In der Abb. 2 sind die veranderten Formen fiir das Rechteck veranschaulicht, 
wenn f, = x und f, = 2a anzunehmen ist. 


3. Arten der Impulsmodulation!® 1°, 


Der Impulsgleichstrom ist mit Beriicksichtigung der Gl. (1), (4) und (4a) durch 


den Ausdruck gegeben: 
Apa Vilas lop al Pty. (8) 


10 H. EF. Smith: Pulse Width’ Modulation. Wireless Wld. 51, 361 (1945). 
uP. Gittinger: Moderne Modulationssysteme. Bull. schweiz. elektrotechn. Ver. 37, 326 
1946). 
; ae C. Lozier: Spectrum Analysis of Pulse Modulated Waves. Bell System techn. J. 26, 
Nr. 3 (April 1947). 

183 W. Novotny: Uber Storverminderung und Bandbreite der wichtigsten Modulations- 
verfahren. Elektrotechn. u. Maschinenbau 64, H 7/8, 116—125 (1947). 
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Damit im NF.-Band eine Nachricht entsteht, mu8 A, proportional dem Signal geandert 
werden, und zwar kann sich diese Anderung gemaB Gl. (8) grundsatzlich auf J;, 7 
oder f, erstrecken. Je tiefer die Tonfrequenz f, gegen /, bleibt, um so strenger gilt 
die Voraussetzung, daB P konstant bleibt und die Werte von I,, t oder f, sich nach 
Mabgabe der gewahlten Modulationsart kontinuierlich verandern. Diese Annahme 
ist aber fiir die Berechnung auch zulassig, wenn f, hoch wird, und die Mittelwerte 
der genannten Modulationsvariablen sich von Impuls zu Impuls dann sprungartig 


andern. 


Wir unterscheiden folgende Modulationsverfahren : 


a) Amplitudenmodulation der Impulse (Modulation der Impulshohe, abgekiirzt HM. ; 
I, variabel!). Hierbei ist\als wesentliches Kennzeichen die Tatsache anzusehen, dah 
simtliche Harmonische (Hilfstragerfrequenzen) mit dem gleichen Modulationsgrad m 


ausgesteuert werden. Die Grenzen des fiir die Modulation nétigen Frequenzbereiches 
ng 


sind durch den Ausdruck gekennzeichnet: >) (nf; + frmax), Wobei fymax die héchste 
0 


Tonfrequenz bedeutet. 


b) Wenn die benachbarten Werte von V proportional dem Signal zeitlich gedehnt 
bzw. zusammengertickt werden, so andert sich im wesentlichen t. In diesem Falle 
haben wir es mit einer Modulation der Impulsdauer zu tun (Breitenmodulation, ab- 
gekiirzt BM.). Wir kénnen die BM. als eine mehr oder weniger verzerrte Amplituden- 
modulation (AM.) samtlicher Harmonischen auffassen, und zwar wachst die Form- 
verzerrung mit nm und m, wobei auch meist eine erhebliche Anderung der Trager- 
amplituden zustande kommt. Bei kleinem 6 ist die AM. im Bereiche niedriger Ordnungs- 
zahl » noch praktisch unverzerrt, wahrend bei groBem 6 die Verzerrungen unter 
Umstanden schon fiir » = 1 sehr merkbar sein kénnen. Diesen Zusammenhang 
erkennen wir z. B. aus der Gl. (6b). Nur bei kleinem 6 und mithin auch kleinem f 
bleibt V, in linearer Abhangigkeit zu b also unverzerrt! 


c) Modulation der Zeitlage (/, veranderlich; abgektirzt LM.). Die LM. ist als eine 
Frequenzmodulation samtlicher Harmonischen aufzufassen. Bedeutet /,;, die Grund- 
frequenz der Impulsfolge im unmodulierten Zustand, ferner 2, = 2a/,, AT die 


maximale zeitliche Lageverschiebung bei einem Modulationsgrad von 100%, m, den 
ymax 


durch Q, erzielten Modulationsgrad und _»’ (m, sin Q,t) die zeitliche Abhangigkeit 
1 


der Modulation, bestehend aus »,,,, einzelnen Ténen, so gilt gemaf der im Anhang (1) 


gegebenen Ableitung: 
vy max 


mf, = fio ll —AT SQ, m, cos Q, ft). (9) 
n 


Wir erkennen aus den Gl. (8) und (9), da der unmittelbare Empfang eine linear 
mit der Tonhéhe ansteigende Frequenzabhangigkeit ergibe. Die LM. muB daher in 
eine amplituden- und frequenzgetreue Form umgewandelt werden. Bekanntlich 
wird die LM. in der Praxis in eine BM. riickgeformt. Es ist dies wohl die giinstigste, 
wenn auch nicht die einzig mégliche Empfangsart von lagemodulierten Impulsen, 
denn es kénnte z. B. die LM. auch in eine HM. verwandelt werden. 


d) Sofern lediglich die Erzielung einer fiir die Ubertragung von Sprache aus- 
reichende Qualitat verlangt wird, besteht die Moglichkeit, ein in den USA. auch 
bereits erprobtes Impulsmodulationsverfahren anzuwenden, das durch eine treppen- 
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formige Unterteilung der Dynamik gekennzeichnet ist. Auf diese Methode soll. hier 
nicht eingegangen werden!*-16, 

Die HM. erfordert das geringste Frequenzband, doch erzielt man bei der BM. 
und noch mehr mit der LM. durch wesentliche Banderweiterung eine erhebliche Ver- 
ringerung der Rauschstérungen, wenn nicht der volle, sondern ein durch Begrenzung 
der Hochst- und Tiefstwerte entstehender Restimpuls von geringer Hohe, der durch 
die Flanken etwa im Bereich ihrer maximalen Steilheit abgeschlossen ist, im Empfanger 
verwertet wird (Abb. 3, Resthohe h). 


Bei der Aussendung eines annahernd rechteckigen Impulses wird die emptfangene 
Impulsform durch die Gl. (7b) wiedergegeben. Die Flankensteilheit fiir den Zeitpunkt 
c= (x Ti+ 3) (t Impulsdauer des Recht- 
ecks!) ist nach der im Anhang unter (II) 
gegebenen Ableitung in Annaherung: 


fo ead be Wey OT ie. (10) 


S wachst proportional der Bandbreite /,. 
Die Ubertragung wird formgetreu, wenn 
fir den schmalsten, im negativen Modu- 
lationsscheitel entstehenden Impuls etwa 
die Bedingung £, = =z erfiillt ist. 

Besonders wichtig ist die Festlegung 
des Verhaltnisses 


Abb. 3. Schematische Darstellung der ver- 
Ga fh (11) schiedenen Impulse beim Empfang von LM. 
fv max 


Der minimal mégliche Wert von g ergibt sich aus der Erwagung, daB die Seiten- 
bandfrequenzen der Impulsharmonischen, vornehmlich der ersten (n = 1), nicht in 
die NF.-Bandbreite fallen sollen, da sie nichtlineare Verzerrungen verursachen. Nach 
dem Gesagten gentigt bei der HM. theoretisch der Wert g = 2. In der Praxis wird 
man wegen der endlichen Steilheit der Filterflanken g = 2,5 bis 3 waihlen. Dieser Wert 
reicht wohl in den meisten Fallen auch fiir die BM. und LM. aus, die ja in eine BM. 
rickverwandelt wird. 

~ Bei der LM. konnen bekanntlich zwei den Abgrenzungen eines primar breite- 
modulierten Impulses entsprechende Flankenimpulse ausgesendet werden. Giinstiger 
im Hinblick auf die Verkleinerung der Rauschstérungen ist es aber, nur einen Flanken- 
impuls zu senden, wie dies in der Abb. 3 angedeutet ist. Es bedeuten Cy und C,, 
die Impulse in der Tragerlage bzw. im negativen Modulationsscheitel. tz, ist ihre 
Dauer. C,, deutet den im Empfanger zugesetzten Hilfsimpuls an, der fiir den Ab- 
schluB des regenerierten Impulses C, dient. Dieser ist ersichtlich nur einseitig modu- 
liert, da die Lage von C,, durch die Modulation nicht beeinfluBt wird. C, kann bereits 
im zeitlichen Zwischenraum fiir die benachbarte Nachricht liegen, ohne diese zu storen. 
Tp, ist die Impulsdauer fiir BM. im unmodulierten Zustand, wenn sich bei dieser 
mit der gleichen Bandbreite auch etwa die gleiche Flankensteilheit ergeben soll 
wie bei der LM. Auf tz, beziehen wir den Modulationsgrad m,, der einzelnen Tone ». 


14 W.M. Godall: Telephony by Pulse Code Modulation. Bell System techn J 26, Nr. 3 
(July 1947). 

15 7, A.Meachan und E. Peterson: An Experimental Multichannel Pulse Code System 
of Toll Quality. Bell System techn. J. 27, Nr. 1 (January 1948). 

16 R. W. Sears: Electron Beam Deflection Tube for Pulse Code Modulation. Bell System 
techn. J. 27, Nr. 1 (January 1948). 
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Es ist tz = tg, (1 — mg max)- Die maximale Lageverschiebung, ‘die die Impulsmitte 
. . : T 
bei der einseitigen BM. erleidet, ist somit 47’ = a8 


Der Gleichstrom wird gema® der Gl. (8), wenn P als konstant angenommen wird: 


v max vy Max 
A . B 7 : 
= Pht =P hots |1 + 2) mp sin Q,t — > 22, mp, cos 2, t + 
i r 1 
tp ‘ymax y max ; 
=] . 4 A ~ 
a (2 Mp, sin Q, | D> Qy Miz, 038' 2, 0)1- (12) 
ee 1 1 


Die Bedeutung der einzelnen Summanden in der Gl. (12) ist folgende: Der erste 
ergibt den Gleichstrom, der zweite die Originalnachricht, der dritte (nach der geo- 
metrischen Addition mit dem zweiten Glied!) die linearen, der vierte die nichtlinearen 
Verzerrungen. 

Bedeutet ~ die Anzahl der auf gleicher Welle gesendeten Nachrichten, dann 
wird bei guter Ausniitzung des Frequenzbandes die Naherungsbeziehung: 7, = 
= (1+ mpg max) Tr, ¢ erfiillt sein. Wir finden aus der Gl. (12), daB bei « = 1 recht er- 
hebliche Verzerrungen zustande kommen, zu denen bei nicht ausreichend hohem g noch 
weitere, durch die schon erwahnten Kombinationsschwingungen aus dem benachbarten 
Seitenbandbereich vorzugsweise der ersten Impulsharmonischen hinzukommen. Gilt 
“>> 1, so kénnen die Verzerrungen meist vernachlassigt werden. 


4, Tragerfreier Betrieb bei Impulsiibertragung. (I. U.) 


Bei der HM. andert sich auch nach der Entfernung des Tragers die Impulshéhe 
proportional der Modulationsfunktion, nur sind in der negativen Modulationsphase 
auch die Impulswerte negativ. Wenn die Senderfrequenz mit tragerfreier HM. modu- 
liert wird, so gleicht die Umhiillende der HF.-Amplituden der urspriinglichen Impuls- 
form, wobei dem Vorzeichenwechsel der Impulswerte ein hochfrequenter Phasen- 
sprung von 180° entspricht. 

Im Empfanger miissen die Tragerfrequenzen hochfrequent zugesetzt werden, 
und zwar méglichst phasenrichtig, um Verzerrungen zu vermeiden. Die optimalen 
Empfangsverhaltnisse erreicht man, wenn bei der Nachrichtenselektion der empfangene 
Impuls so ausgetastet wird, daB die kleinen Lnpulswerte in der Umgebung des Flanken- 
abfalles, die nur wenig Nutzanteil, hingegen eine gréBere Storenergie liefern, aus- 
geschieden werden. 

In der Abb. 4 sind die durch die Tragerbeseitigung gegebenen Verhaltnisse bei 
einseitiger BM. unter der Annahme eines trapezformigen Impulses veranschaulicht. 
Die Abb. 4a zeigt die positiven und negativen Modulationsscheitel bei Vorhanden- 
sein des Tragers, und zwar bedeuten F,’', F,'’ die Extremlagen bei schwacher, F,’, 
fF,’ jene bei starker Aussteuerung. Wird der Trager ausgeschieden, so entstehen 
in den Extremlagen Fy’, Fy’ baw. F,', F,'’ die in der Abb. 4b wiedergegebenen 
Impulse J,’, J,’’ bzw. J,’, J,'".. Die Ausschlage der Impulse wechseln mit der Halb- 
periode der Modulation ihr Vorzeichen. Wahrend der Zeit At ergeben sich sowohl 
negative als auch positive Impulswerte. Wird nun der tragerfreie Impuls mit HF. 
moduliert, so sind die einander entsprechenden Impulse in den beiden Modulations- 
halften wieder durch den HF.-Phasensprung von 180° unterschieden. 

Nach der phasentreuen Addition des HF.-Tragers im Empfanger erhalt man 
wieder den nur einseitig in der Breite modulierten Impuls, der nach der Gleich- 
richtung annahernd mit dem gleichen Anteil an Rauschenergie behaftet ist wie bei 
der LM. mit nur einem Senderimpuls. Der im Durchschnitt geringere Aufwand an 
zugetiihrter Senderleistung entscheidet somit iiber die bessere Reichweite. 
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Die praktische Anwendung dieser Tragerbeseitigung wird allerdings durch einige 
Umstande erschwert. Die Impulsverstarkung mu8 nach der Entfernung des Tragers 
besonders linear erfolgen, damit die Verzerrungen ingbesondere auch bei schwacher 
Aussteuerung vermieden werden. Da der wirksame Restimpuls etwa in der halben 
Impulshéhe liegt, miiBte man durch eine sender- 
seitige Hilfsimpulsfolge der ungefahren Dauer At 
(Abb. 4) dafiir sorgen, daB die Verstarkung schwa- 
cher Impulse im B.-Betrieb erfolet und etwa die 
gleiche ist wie in der halben Impulshohe. 


Dieser apparative Aufwand sowie die erforder- 
liche Einrichtung fiir den Tragerzusatz beschran- 
ken die Anwendungsméglichkeit der Tragerunter- 
driickung bei Impulsiibertragung auf das Wellen- 
gebiet, in dem die Fremdsteuerung der Sender 
keine Schwierigkeiten bereitet. 


Bei der LM. scheidet die Tragerbeseitigung 


auf jeden Fall als praktisch brauchbare Spar- Abb. 4. Schematische Darstellung der 
methode aus. Tragerunterdriickung bei BM. a) Ex- 
tremlagen F,’, F,”” baw. F,’, .F,’’ der 
Impulsflanke bei Vorhandensein des 


5. Leistungsbilanz fiir fremdgesteuerte Verstirker. Tragers, wenn einmal schwach, das 
andere Mal stark moduliert wird. 

A. Impulse mit Trager. b) Die den Maximalwerten von a bei 
Tragerbeseitigung entsprechenden Im- 


Wir wollen den Leistungsverbrauch einer 
Senderstufe, die unmodulierte Impulse tibertragt, 
mit dem eines Verstarkers fiir nur eine Frequenz vergleichen, wobei wir voraussetzen, 
daB in beiden Fallen die Laufzeitverzdgerungen der Elektronen noch keine bestim- 
mende Rolle spielen. 


pulse. 


Es bedeuten: 7) den Wirkungsgrad bei der Verstérkung einer Frequenz, 7; den 
mittleren Wirkungsgrad bei Impulsiibertragung (I. U.), ferner NV; und N;, die im 
Mittel bei I. U. abgegebene bzw. zugefiihrte Leistung, »;, den Augenblickswert von 
N;, und x einen Proportionalitatsfaktor. Fir den Momentanwert des Wirkungs- 
grades setzen wir bei I. U.: 9 V;, der fir V,= 1 den Wert 7) annimmt. Es gilt: 


SV ag tly as 


und somit 


Vai erg. (13) 
No 


GemaB Gl. (5a) besteht auch die Beziehung 
Nie LP O20: (14) 
Wir konnen daher die Gl. (13) in der Form schreiben: 


wobei der Zusammenhang besteht: 


Ingenieur-Archiv IV, 1. 
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Bei der I. U. ist also 7 um den Faktor Q?/P herabgemindert. @?/P ergibt nur 
fiir das Rechteck den Wert 1, fiir das Dreieck findet man 2/3, fiir den Gau8schen 
Impuls |/2. 

no liegt meist zwischen 0°3 bis 0°35, wenn myx = 1 erreicht werden soll. Bei 


der Anwendung eines Verfahrens mit gesteigertem Wirkungsgrad betragt 7 rund 60% 
fiir alle sinusformigen Modulationsgrade. N, steigt dann annihernd mit dem Faktor 


m? 
(1 + "5 i 
Etwa die gleiche Bilanz gilt auch fiir die HM., nur ist die zugefiihrte Leistung 
gemaB den Gl. (13a) und (15) erhoht. 


Im Falle der BM. sind auch im modulierten Zustand P und @ und nach den 
Gl. (13) und (14) auch NV; und N,, als konstant vorauszusetzen, da der tiber die NF.- 
Periode gemittelte Wert von b ebenfalls dem Tragerwert gleicht. Im Gegensatz zur 
HM. schwankt bei der BM. nicht die Amplitude, sondern der Augenblickswert der 
abgegebenen Senderleistung proportional den NF.-Schwingungen. 


Fir die LM. gilt grundsatzlich das gleiche wie fiir die BM., da die mittlere Leistung 
bei Modulation sich nicht andert. Fiir diese beiden Methoden ergabe sich der unge- 
fahre Wert: 7, ~ 0°7 Q?/P. 


B. Impulse mit unterdriicktem Trager. 


Durch die Beseitigung des Tragerimpulses erzielt man bei der HM. die gleiche 
prozentuale Ersparnis wie unter den gleichen Bedingungen bei der AM. Wenn wir 
in beiden Fallen voraussetzen, dai eine Sparmethode mit 7 = 0°6 an- 
Tabelle 1. gewandt wird, so erzielen wir bei sinusformiger Aussteuerung etwa die in 
om w der nebenstehenden Tabelle 1 angegebene Leistungsreduktion. Es _be- 
; deutet w das Verhaltnis der der Endstufe zugefiihrten Leistungen 
0:5 | o-gg bei Betrieb mit und ohne Trager. Bezogen wird der Wert w auf den 
03 | 0:16 jeweils angegebenen Modulationsgrad m. 
0 01 Besonders interessiert uns jetzt der Vergleich zwischen der trager- 
freien einseitigen BM. und der LM. mit einem Senderimpuls. 

Wie aus der Abb. 3 zu entnehmen ist, hat nach dem Zusatz des Tragers der Impuls 
bei der BM. im unmodulierten Zustand die Dauer tz, und im Zeitpunkt des negativen 
Modulationsscheitels die Mindestbreite tg, (1 — mgmax), die die erforderliche Band- 
breite bestimmt. Es schwankt bei der Modulation mit einem Ton 2 das Tastverhaltnis 
gemaf G1. (12), wenn nur die beiden ersten Glieder beriicksichtigt werden : bg = bg, (1+ mg 
sin 2%). Die durchschnittlich zugefiihrte Leistung NV ,,’ wird nach der Gl. (13) fiir den 
tragerfreien Betrieb wie folgt bestimmt: 


a 1/Q 
TP? yp 2 xI2P bp 2 
Ne — fee Pes be Fee F Bo 
i No i ( B By) he = MB. (13 b) 
Ow 


Wenn die LM. mit der gleichen Bandbreite und ebenderselben Zeitvariation 
durchgefiihrt wird, so betragt die Senderimpulsdauer t, = Tp, (1 — Memax) und 
das fir die Nachricht erforderliche Zeitintervall wie frither tz, (1 + mgmax). Da 
auch 6; = bg, (1 — Mgmax) gilt, findet man fiir die zugefiihrte Leistung N,,’’ in 
diesem Falle: 

Ni,!"= 2 12 = bs, (1 — mamas). (13¢) 


Durch Gleichsetzung von Gl. (13b) und (13¢) erhalt man einen Wert mM, tir sinus- 
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férmige Aussteuerung, bei dem man mit der BM. und Tragerunterdriickung die gleiche 
Reichweite erzielt wie mit der LM. Es wird 


Mp = = (1 ai MB max): (16) 


~ Mgmax kann durch das Verhaltnis der Banddehnung ausgedriickt werden. Bei be Ge- 
sprachen gilt ersichtlich (Abb. 3): 

"Bo 2k 
MB max = Sa (17) 
\ Bo 
und 


f 
ta (Ll 4 Mme) YT i . (18) 


y ist ein Zuwachs, der nodtig ist, um das Ubersprechen zu vermeiden. 
Wir definieren als ,,Banddehnung“ das Verhaltnis der Zwischenfrequenz- zur 
Modulationsbandbreite, also gemaB Gl. (11): 


BS SpE gg Jee J Ng. (19) 

fv max la 

Die spezifische Banddehnung je Nachricht ist somit 

ee eh Gee 
| ip oe ed arpa (19a) 
Fihren wir die Gl. (2a), (18) und (19a) in die Gl. (17) ein, so erhalten wir, wenn 

b, B 

o.. = —— den Grenzbandwinkel fiir den Impuls: minimaler Breite 1, bedeutet, 


MB max = at By, —(y— 1) Band (7a) 
oder, wenn wir die spezifische Banddehnung explizit darstellen: 
L—(y—1 
hes Borg [y+ es )™ Bmax) (17b) 


ou (1 a: max) 

In der weiteren Rechnung nehmen wir die Werte y = 1, 8,7; = an und setzen 
voraus, daB geniigende Ubersprechfreiheit dadurch erreicht wird. 
In der nebenstehenden Tabelle 2 sind die 


Tabelle 2. 
Uber die Aussteuerungswerte, ™%gq-Werte nach der Gl. (16) sowie die pro- 
a eee ae De ee zentuale Aussteuerung a = we in der Ab- 
Reichweite ergibt wie die LM. hangickeit von mgimax und B, angegeben. 
£33 Mp Nimmt man eine recht hohe mittlere Aus- 
PON tira RY Mpmax  Sbeuerung a von 40% an, so erkennt man, daB bis 
: zu einer spezifischen Banddehnung von B, = 30%” 
60 0-9 0°16 0°18 (Mp max = 0°8) die tragerfreie BM., fir grdBere 
30 0°8 0°31 0°39 Werte von B, die LM. sparsamer erscheint. 
ea oe ee Biel ava Diese Schliisse gelten freilich, wie schon er- 
15 | 0-61 | 0°61 ] : 
wahnt, nur unter der Voraussetzung, daB eine 


einwandfreie amplitudentreue Fremdsteuerung der Senderrdhren méglich ist. 


6. Rauschstorungen!’. 
Es soll der Vergleich der Rauschstérungen bei der LM. und der AM. hier mit der 
nétigen Beriicksichtigung des maximalen Aussteuerungsgrades erfolgen- Wir berechnen 


1? Fir Mehrkanaliibertragung von Sprache geniigt es meistens By 1 ~ 2/2 und g = 2,5 zu wahlen. 
Die B,-Werte kénnen dann entsprechend reduziert werden. 
5* 
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die Stérleistung bei der LM. im nicht ausgesteuerten Zustand und erhalten damit 
auch eine Annaherung fiir den schwach modulierten Fall, bei dem die Stérungen 
besonders ins Gewicht fallen. 

Bedeutet o die NF.-Stérleistung, die je Einheit des HF.-Bandes wirksam wird, 
so betragt die gesamte Stérleistung N, bei doppeltem Seitenbandbereich und einer 
Tragerfrequenz, wenn f,max die NF.-Bandbreite darstellt, 


N, = 26 fy max: | (20) 
Es bedeutet ll, die Trageramplitude und x die entsprechende Empfangskonstante, 


dann ist die gleichgerichtete Nutzleistung, wenn m,, die Aussteuerungsgrenze 


kennzeichnet, 
N a Sax Ue 


Als Leistungsstérma8 W? definieren wir das Verhaltnis zwischen diesen beiden 
Leistungen. Es betragt bei AM.: 


W? = - 


EIS (21) 


Bei der J. U. kénnen wir annehmen, da jede im HF.-Spektrum vorhandene 
Storfrequenz mit dem Tastverhaltnis der Storung 6, annahernd rechteckig ausge- 
tastet wird, da der Empfang in der Impulspause auf alle Falle unterdriickt wird. 
Das NF.-Filter mit der Grenzschwingung f, max laBt nur jene Stérer wirksam werden, 
die im getasteten HF.-Spektrum innerhalb des doppelten Sprachbandes um die 
Frequenz des Haupttragers /f, fallen (f;, + frmax). Im ungetasteten HF.-Spektrum 
storen demnach nur Schwingungen, die im Bereich des doppelten Sprachbandes um 
irgendeine der vorhandenen Tragerfrequenzen liegen (f;, -+ n f; + frmax). Der gesamte 
HF.-Bandbereich der Storer wird gemaB Gl. (19): 


ie = 2 ie max (2 Ng) =4 hy max > (22) 
Je hodher die Ordnungszahl » des Tragers (f, + f,) wird, innerhalb dessen 
Modulationsbereich der ungetastete Stérer liegt, desto unwirksamer wird er, da sein 
Leistungsbeitrag bei rechteckiger Tastung gemaB oe abnimmt [GI]. (6b)], wobei 
nach der Gl. (2) 6, = «nb, bedeutet. Sind nun die Stérfrequenzen im nicht ge- 
tasteten HF.-Spektrum gleichmaBig verteilt, so ergibt die weiter unten definierte 
Funktion M,Z den auf die Einheit von /,, o und 6, bezogenen Mittelwert der Stérleistung 
innerhalb des Bandes f, max. Die demodulierte Stérleistung wird 


Nis ea) ts 5 bs (23) 
wobei nach dem Gesagten gilt: 


ng 
4 ioe sin? Bp 
De age 2n,+1 da te | 28) 
2 n=1 
Bei grofem n, erhalt man durch Integration die 
Naherung, wenn £,, = xn, 6, gesetzt wird, 
"Bg s 
) : 1 sin? 6 1 
MP ee eh ee 
7G OF 06 08-40 72 14 16 ; Pas | Pe i Bos fee eos 
fos. he 
Jt wobei  definiert ist: 
Abb. 5. Verlauf der Stérungs- =— §. (2 3 sin” By 5 
funktion (f,,) in Abhangig- Po) i? Pes) Bos a) 


keit von f,,/z. Der Verlauf von ist in der Abb. 5 wiedergegeben. 
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Set zen wir die Gl. (20) und (24a) sowie /, aus der Gl. (22) in die GI. (23) ein, 
so wird 


y pili 
N;,= N,- ~  @ (Bys)- (23a) 
Wenn £,, < (0°3 bis 0°4) 7 ist, wird gp = Bos und man erhalt 

2B 


Ne aN hc (23b) 


. . 5 
Bei sehr groBem f,,, etwa 6,, 222, wird 9 = 3 und 


he cee (23¢) 


Der physikalische Grund fiir die Verschiedenheit der Gl. (23b) und (23¢) ist ein- 
leuchtend. Denn bei kleinem b (f,, << ) bleiben simtliche HF.-Storer mit annahernd 
der gleichen Amplitude niederfrequent wirksam, weshalb die gleichgerichtete Stér- 
leistung mit 6” steigen mu. Dagegen sind die HF.-Stérer in der Umgebung der 
Grenzfrequenz bei groBem b, (8,,>>22) nahezu ohne EinfluB. Die Zahl der maB- 
gebenden Stoérfrequenzen nimmt dann umgekehrt proportional 6, ab, so daB N,, 
nur mehr linear mit b, sich andert. 

Bei der doppelseitigen BM. und ebenso bei der LM. mit zwei Senderimpulsen wird 
die Stérung beider Flanken empfangen. Es ist dann 
2 1 sin? Pg B 6 
My, [p+ |, (24b) 
wobei 8,2 = af, tp, und in der Gl. (23) 6, = 2 AT,/T, einzusetzen ist. AT, bedeutet 
die Stértastdauer an einer Impulsflanke. In der Gl. (24b) gilt das obere Vorzeichen 
fiir BM., bei der vornehmlich die tiefen Stérfrequenzen den Impuls in seiner Breite 
verandern, wahrend das untere Vorzeichen im Falle von LM. zu setzen ist, bei der 
die Wirkung der tiefen Stérfrequenzen kompensiert wird und diejenigen héheren, 
die gegensinnig die ansteigenden Flanken der beiden Senderimpulse beeinflussen, 
zur starken Entfaltung kommen. Da jedoch meist f,, >> 2a wird, spielt der zweite 
Summand in ders Gl. (24b) keine Rolle und es gilt annahernd fiir beide Verfabren: 
M2=5- 

Der Index LZ deute im folgenden an, da sich die Werte auf den Impuls bei LM.., 
oder im Falle der BM. auf den Impuls minimaler Breite beziehen. 

Bei gleicher abgegebener Senderleistung gilt fiir den Vergleich mit der AM.: 
U?z—=12Q,26b,. Ferner wird bei einseitiger BM. mit unterdriicktem Trager, oder 
wenn die LM. mit einem Senderimpuls betrieben wird, als annahernd rechteckige 
Stortastdauer AZ’, = h/S. Fiihren wir diese Werte in die Gl. (23b) und S aus der 
Gl. (10) ein, so wird we PO? Bas, 

Perea Pie ie Be 


Fiir die maximale Nutzleistung bei LM. erhalt man 


Op ee ra 
Nin = 2 2?( r ik 


1 


(24d) 


Formen wir diese Gleichung ne Substitution der Werte aus den Gl. (2a), (17a), 
19) um, so wird abe 
ae : 7 es [7 By—g Bat (y + 1)P. (25) 


Aus den Gl. (21), (24d) und (25) erhale man das Stérmai W, bei LM. mit einem 
Flankenimpuls: 


We= Ww 


N; am 


a Qz) Mm. “max fle TF ™B max)” Aye 2 uP er B, L Max. ; (26) 
2 gL MB max? [7B 9 Bgl ise oe 
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Da nur positiven Werten von m eine physikalische Bedeutung zukommt, muB 
der nicht quadrierte Nenner der Gl. (26) stets positiv bleiben. Wenn wir z. B. folgende 
giinstige Werte annehmen: y = 1, B,, = %, g = 3 und Q@ = 0°7, Max = 1, 80 wird 

12°6 
W?? — Ww2 (B,— 6F" (26a) 
Wir erkennen aus der Gl. (26a): Mit dem Wert B, = 6 ist etwa die Grenze erreicht, 
bei der die Méglichkeit von LM. iiberhaupt erst beginnt. Es ist dies ungeféhr auch 
die fiir HM. erforderliche Mindestbandbreite: Das Storma8 wird unter Zugrunde- 
legung gleicher Senderleistung bei AM. und LM. gleich groB, wenn B, ~ 9°6 ist. 
Mit B, = 20 erhalt man (W,/W)? = 0-088 und schlieBlich mit B, = 30 den Wert 0°02. 


Bei LM. mit zwei Senderimpulsen' steigt die Sender-, aber nach den Gl. (23) und 
(24b) auch die Rauschleistung auf das Doppelte. WW ist dann rund viermal so grof 
als aus den Gl. (26) und (26a) errechnet wird. 

Der Empfang kann auch durch Impulsstérungen beeintrachtigt werden, deren 
Spitzenwert bekanntlich proportional mit der Bandbreite wachst, wahrend die Sender- 
impulse nur mit der Wurzel daraus zunehmen. Bei groBer Bandbreite kann der EinfluB 
der Storimpulse gegebenenfalls durch die Begrenzungsstufen nicht unwirksam gemacht 
werden. Es ist daher sicher nicht richtig, als Kriterium fiir die Senderleistung, die 
zur Erzielung einer bestimmten Reichweite nétig ist, lediglich das Rauschstérmaf 
heranzuziehen. 

M. J.O. Strutt!® nimmt z. B. trotz der noch geringeren Rauschstérungen beim 
Empfang frequenzmodulierter Sendungen an, da mit diesen gegentiber der AM. 
ein bedeutender Reichweitengewinn nicht erzielt werden kann. 


7. Einseitenbandbetrieb bei Impulsiibertragung. 


Die Moglichkeiten eines EB.-Betriebes bei I. U. sollen nur fiir die HM. diskutiert 
werden, wobei theoretisch zwei Verfahren anwendbar waren, die allerdings beide 
zu keinem praktisch brauchbaren Resultat fiihren. 


Man konnte zwischenfrequent nur mit einem Bandbereich der Modulation senden, 


ng ng 
etwa mit dem Bereich »’ |{n f, + f,max]| oder mit 7 |[nf, —fimax]|, statt wie 
0 0 


ng 
iiblich mit beiden Bereichen >’ |[n f; + f,max]|. Im ausgeschiedenen Band koénnte 
0 


eine weitere Nachricht untergebracht werden. Diese Methode scheidet schon wegen 
des apparativen Aufwandes, der viel zu groB8 ware, aus. 


Einfacher zu erreichen ware es hingegen, das hochfrequente Band zu halbieren, 


ng ng 
also z. B. mit »’ |[f, +f: + frmax]| zu senden und den Bereich » |[/, — (nf, + 
i 0 


+ fy max) ]) einzusparen. 


Die Berechnung der durch diese Bandhalbierung erzielten Anderung der Impuls- 
form ist im Anhang (III.) durchgefiihrt und das Ergebnis fiir den Fall eines der Fehler- 
kurve von Gauf} entsprechenden senderseitigen Impulsform in der Abb. 6 veran- 
schaulicht. Die Kurve C, zeigt den Senderimpuls, wahrend C, dem gleichgerichteten 
Empfangsimpuls entspricht, wenn das HF.-Band auf die geschilderte Art halbiert 
wird. C; zeigt schlieBlich den Verlauf des Impulses mit der doppelten Dauer von Cy 


18M. J. O. Strutt: Lehrbuch der drahtlosen Nachrichtentechnik, Verstirker und Empfanger, 
S. 303—315, insbesondere 8. 311. Springer-Verlag. 1943. ' 
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Fiir die Ubertragung der beiden Impulse C, und C, wird die gleiche Bandbreite bean- 


sprucht. Wir erkennen, daB CO, und C, bis zu einem Wert Y= — ~~ 3 (t Impuls- 


dauer von C,!) ahnlich verlaufen, doch strebt C, mit wachsendem y wesentlich lang- 
samer dem Nullwert zu als C,. 

Bei Impulsen annahernder Rechtecksform ergabe der entsprechende Vergleich 
ein noch ungiinstigeres Resultat fiir den Kinseitenbandbetrieb (E. B.-Betrieb) 


4 


0%, 10 


98 


t 


oe 


Abb. 6. Symmetriehailfte der Impulse bei verscbiedener Bandbreite. C, GauSscher Impuls der 
Dauer t. OC; Gaufscher Impuls der Dauer 27. C, Hochfrequenz-Umrandungskurve, wenn bei 
der Sendung des Impulses C, das Hochfrequenzband halbiert wird. 


8. Anwendung der Impulsmodulation. 


Zwei Tatsachen sind es, die die Anwendung der BM. und der LM. im Bereich der 
kiirzesten technisch herstellbaren Wellen besonders empfehlenswert erscheinen lassen. 
Fiir das erste darf die Phase der Sendefrequenz und damit diese selbst von Impuls 
zu Impuls in weiten Grenzen schwanken, ohne den Empfang zu verschlechtern. Als 
weiterer giinstiger Umstand ist hervorzuheben, dai die Empfangsverzerrungen, die 
durch Schwankungen der Impulshéhe entstehen, bei hinreichender Steilheit der 
Impulsflanken gering bleiben. 

Es erhebt sich noch die Frage, ob die Impulsmodulation auch im Bereich der 
Meterwellen irgendwelche Vorteile gegentiber anderen Methoden aufzuweisen hat. 
Es ist nicht bekannt geworden, ob die I. U. fiir Rundfunkzwecke erprobt wurde. 
Soweit es sich um die Ubertragung von Einzelsendungen handelt, wiirde wohl nichts 
zugunsten der Impulssendung sprechen; denn die durch Banddehnung gegeniiber 
der AM. erzielbare Verminderung an Rauschstérung ist bei weitem nicht so groB 
wie bei der Frequenzmodulation. 

Dieser erhebliche Bandbedarf macht es gewi8 schwierig, die I. U. als Konkurrenz- 
verfahren anstatt der erprobten E. B.-Sendung in Betracht zu ziehen. Fiir die LM. 
miiBte das 15- bis 20fache HF.-Band zur Verfiigung stehen! Lediglich der Umstand, 
daB sich die Selektion der Zeitlage doch wesentlich einfacher gestaltet als die 
Frequenzselektion, konnte die Anwendung der Impulsmodulation auch im Bereiche 
der Meterwellen rechtfertigen. 

Anhang. 

I. Wir bezeichnen mit «, = Q2,t und mit Ja, = 2, T,, wobei T,,, die zwischen 
zwei aufeinanderfolgenden Impulsen gemittelte Grundperiodendauer kennzeichnet. 
Es wird, wenn 7',, den Wert im unmodulierten Zustand bedeutet, 


ymax 


Tim = Ty) + AT > m, [sin (x, + 4a,) — sin o,]- 
1 


R. Hofer: Tragerbeseitigung und Bandeinengung bei Impulsmodulation. 


-~1 
bo 


Wir finden durch Bildung des Grenzwertes, wenn 7) > 0 wird, als Augenblicks- 
wert 7',: ph ee Boe ae 


vmax 


1— AT S m 2y 608 ow 
1 


Als Momentanwert der Frequenz einer Harmonischen » ergibt sich: 


vy max 


nf =f (1 —AT Sm, Q, cos Q, t). 
1 


Bezeichnet y die Anzahl der auf der gleichen Senderwelle iibertragenen Nachrichten, 
so gilt: AZ’ = st. 

Bei sinusformiger Modulation (vy = 1) finden wir fiir den Frequenzhub fF, und 
fiir den Phasenhub @, einer Harmonischen 7 bei Modulation: 
aT me AT 
Tho Qs OD. = 2a T 


Il. Die Ableitung der Gl. (7b) nach der Zeit ¢ ergibt als Steilheit des Impulses: 
av, _ 2U; {= [1 + y) Bg] sin [(1 — y) Bol 


ye) 


S =]; 


dt ut 1+y 1—y 
Den annahernden Maximalwert von S erhalt man fiir t = + 5 und y= +1. Da 
Ct = fe ist, findet man: 
q 


See ae => 2 I; ie [2 pa nee |. 
f g 
Fir 6, 2a gilt dann mit einer bei steigendem £, wachsenden Annaherung: 
Simax = + 2 vo 


IIT. Aus der Gl. (7) erhalt man, wenn V, vernachlassigt wird und @ (¢) die sich 
nur langsam andernde Modulationsfunktion bedeutet : 


Vara iS V, cos yB 
URERE ieee ae 
Wird dieser Impuls mit der Sendefrequenz f;, = 1/7, moduliert, so wird der Augen- 


blickswert s der Schwingung, wenn f, = 27t/T, und wy den Phasenwinkel der HF. 


zur Zeit ¢t = 0 darstellt: 
Bg 


ce V, cos By cos (B, y + Y). 
Ubertragen wir nur das oberhalb der Tragerfrequenz liegende Band, so wird der 
Momentanwert der Schwingung: 


8, = feos (B,y +p + x). 
Hierbei bedeutet A die gesuchte Einhiillende der HF.-Schwingung. Es gilt: 


k= VG2 + G2, 
wobei 
Bg 
G,=)'V, cos Bp y 
und 


und schlieBlich 
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zu setzen ist. Im Falle des GauBschen Impulses ist: V; = e—%%", wobei gemaB GI. (6a) 


a RR 2t 
elgg 2 a a Sar 
gesetzt wird. Weiter gilt: 
me 1 
Voss 1S @> 1a. 
1 
sowie 
1 
G PS Epa ee X, 
2 Vee J 
wobei 


Bo pa 
i ers sin B y dB 
Ow 


bedeutet. Wird J nach y differenziert und sodann partiell integriert, so erhalt man 
die fiir die Lésung bendtigte Differentialgleichung: 


a3 ar 
dy. +2 YS = 2e. 


Das allgemeine Integral wird mit Beriicksichtigung der Anfangsbedingung (fiir y = 0 
ape, 20): 


¥ 
Go 2 / “i e-% | eta dy, 


wv 


Fiir kleine Werte von y ergibt sich die konvergente Reihe: 


ey oe) 
NM p,2N 
avdy = il > ea Ce es a 
\< 2 v( a | 


0 
G, entspricht der urspriinglichen Impulsform, namlich 
Gi =e-4F. 


(Hingegangen am 14. Dezember 1948.) 


Ovale Strebenprofile in schiefer Anstrémung.' 
Von A. Proll, Bad Gastein. 
Mit 2 Textabbildungen. 


In dem genannten Aufsatz wurde versucht, ovale Fliissigkeitskérper (ebene 
Strebenprofile) beliebiger Gestalt durch Kombination von zwei Wirbelpaaren mit 
einer Parallelstromung darzustellen. Es zeigt sich nun, daB dies mit zwei (oder einer 
geraden Anzahl) von Wirbelpaaren zu keinem sinnvollen Ergebnis fiihrt, weil die 
bei diesem Stromungsaufbau entstehende Bestimmungsgleichung fiir die Staupunkts- 
entfernung B vom Zentrum imaginare, also hier unbrauchbare Wurzeln ergibt.’ 

Wenn aber drei (oder mehr ungerade) Wirbelpaare angenommen werden, so 
wird man bei der Ausrechnung auf eine kubische Gleichung fiir das Quadrat der 


Staupunktsentfernung B? = K gefihrt, die mindestens eine reelle Wurzel K 


besitzt. Diese mu allerdings noch positiv sein, damit B = VK reell bleiben kann, 


1 Zusatz und. zugleich Berichtigung zu der gleichnamigen Originalarbeit Bae wHasiess: 77 ff. 
2 Hier war im genannten Aufsatz, Gl. (22), ein Fehler entstanden, auf den mich der Schrift- 
leiter des Archivs, Herr Prof. Dr. F. Magyar, freundlicherweise anfmerksam gemacht hat. Es mul 


—TI,a : + 2 ay 
dort richtig 7 (ge ee) heiben (state 47 (a2 — ah 
2 
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und dies wieder bedingt einen negativen Wert des von K freien (,,absoluten‘‘) Gliedes 
der besagten kubischen Gleichung. 

Die Ausrechnung erfolgt nun ganz ahnlich wie in dem angezogenen Artikel 
[Gl. (21 + 25)] mit drei Wirbelpaaren (Abb. 1) (Abstande a, = 1, dg, a3 und Zirku- 
lationen J’, = 1, I’,, [',) und ergibt die kubische Gleichung fiir K: 


ee ee Eg pee 
R09 = ae hg Ke oe ae ee 
IP, : F : 
Hierin ist r= = =i und. = in =I, und v,)* bedeutet einerseits die allen 
u : o (5 
drei Wirbelpaaren durch gegenseitige ,,Induktion‘* gemeinsam erteilte »Abwarts*- 
geschwindigkeit v4 = v4, = V4, = Vo"; die zu- , 
gleich auch die erforderliche, ,nach oben” i 


gerichtete Anstromgeschwindigkeit ist, 4 
damit der Wirbelkorper stabil zustande kommt. 


: MEP kaa Tiefe g Py easel 
: : a , Tiefe_ Mp (ay-Beag-t 
Ist nun ein Seitenverhaltnis B/A (sae _ a 
fiir das ovale Profil gegeben bzw. vorge- 7 Wp ~0565 
6 BreiteA 
Tete B 
5 Seitenverhaltnis AB 
‘unter der Annshme| 
+ WO! ay" T,ay=2 
? a; veranderlich 
2 
7 - 


| (Lh ést in diesem beispie! nee 
enigegengestld! ZU 1; i, 


ond [; drehend!) 
a7 Gemeinsame 
Seschwintligkeit vp 
2,72 der Wirbelzentren, 
(tir versthiedené 23) 


aa SE A BAP RE ia RY IE TT 


Abb. 1. Aus drei Wirbelpaaren aufgebauter Abb. 2. Ermittlung der Hauptdaten fir das 
Wirbelkérper. Wirbelprofil nach Abb. 1. 


schrieben, so zeigt es sich, daB nur noch eine GréBe willkiirlich gewahlt werden 
kann, wozu sich am besten die Entfernung a, des zweiten Wirbelpaares vom Zentrum 
eignet. Dann kénnen aus vy, = vy, = v4, die Unbekannten x, y, a; sowie B [und 
darnach auch A, letzteres analog zu Gl. (30 + 33)] ausgerechnet werden. Wegen 
der ziemlichen Komplikation dieser Rechnung (besonders fiir A) empfiehlt sich der 
umgekehrte Vorgang: Man berechnet, z. B. mit a, = 2 und fiir verschiedene a; eine 
Reihe von Ovalprofilen, deren Hauptdaten (A, B, vy*) in Kurvendarstellung (Abb. 2) 
(abhangig von a,!) autgetragen werden. Wenn dann ein Seitenverhaltnis B/A vor- 
geschrieben und einzuhalten ist, so interpoliert man dies aus einer (B/A)-Kurve. 

Beispiel. Es sei gegeben B/A = 0°79 (entsprechend dem Beispiel des in dem 
Artikel (unter Abb. 2) behandelten Quell-Senkenprofils). Aus den Kurven (Abb. 2) 
entnimmt man fiir dieses Seitenverhaltnis die Daten: 


dg =.5'S, ~-700," = 0°, ~B = 5:8. 2A 8 


Die weitere Durchfitthrung der ganzen Rechnung (Ermittlung von A, graphische 
Bestimmung von anderen Punkten der Kontur, Geschwindigkeitsverhaltnisse an 
beliebigen Stellen im Strémungsbereich auerhalb des entstandenen ,,Wirbelovals‘) 
geschieht nun wieder wie in der angezogenen Originalarbeit (mit entsprechender 
Erweiterung auf drei Wirbelpaare). 
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Insbesondere erhalt man fiir die Geschwindigkeitsverhaltnisse im Auben- 
raum des Wirbelkérpers (mit den Koordinaten x, y und den Geschwindigkeitskom- 
ponenten wu, v). 


| 1 I 1 1 
U Ae ( aes Se re poe et 
20 | VP + (eta? — y+ (7 — a4? ba ( aa a de el Ye ae i 
; 1 1 
ots F +(x a,F y@+ (a — a, ), 
ee Ag exe ae ie (% — ay) (% + ay) , 
OO aA arasat erates) | 
oT, (&@ — dp) (@ + 4p) =) a (ew eas) 
RO UR CRE aN Sat (a at Ogee ae «a 


Auch das Problem der ,schiefen Anstrémung des ovalen Profils kann 
jetzt wieder genau wie im Originalbericht (S. 83) durchgerechnet werden [nur erweitert 
durch Hinzunahme der Glieder fiir das dritte Wirbelpaar in den Gl. (36) der an- 
gezogenen Arbeit]. Es eriibrigt sich daher, in dieser Zusatzbemerkung darauf ein- 
zugehen. . 

Erwahnt moége zum SchluB noch werden, daB auch unsymmetrische Quer- 
schnitte genau wie im Originalbericht mit drei unsymmetrisch angeordneten Wirbel- 
paaren aufgebaut werden kénnen. Nur wird die Rechnung im einzelnen ganz wesent- 
lich umstandlicher, da jetzt fiir jeden einzelnen Wirbelfaden die ihm von den fiinf 
anderen mitgeteilte (senkrechte) ,,induzierte“ Geschwindigkeit v, berechnet werden 
mu, was im symmetrischen Beispiel auf drei v4-Gleichungen beschrankt war, hier 
aber sechs Gleichungen erfordert, derart, daB alle v, schlieBlich einander gleich und 
= v,* zu setzen sind. Die grundsatzliche Méglichkeit des Aufbaus ist damit gegeben 
und schlieBlich auch die der Ermittlung einer schiefen Anstrémung, z. B. eines 


Tropfenprofils. 
(Hingegangen am 11. Januar 1949.) 


Bestimmung der Form der beim Zugversuch sich ausbildenden 
Einschniirung.* 


Von F. Vitovee und A. Slibar. 
Mit 6 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Es wird versucht, die Form der Einschniirung eines zylindrischen Zug- 
stabes auf Grund physikalischer Uberlegungen mathematisch zu erfassen. Bisher wurden hierfiir 
empirische Formeln aufgestellt, deren Giiltigkeit auf einzelne Bereiche des Probestabes beschrankt 
war. Ausgehend von der Annahme, daf sich die bleibende Verformung als Summe von Gleit- 
schritten darstellen li Bt, wird auf wahrscheinlichkeitstheoretischer Grundlage die statistische Ver- 
teilung der Gleitungen tiber die Stablange ermittelt. 


Summary. It is attempted to find a mathematical expression, based on physical considerations, 
for the neck appearing on a cylindrical tension specimen. Up to now, empirical formulaes have 
been used, whose validity was confined to parts of the specimen. Starting with the assumption 
that a permanent deformation can be represented as the sum of elementary displacements, the 
statistical distribution of gliding over the length of the specimen is computed on the basis of the 
theorie of probability. 

Résumé. On a essayé en s’appuyant sur des considérations physiques de déterminer mathé- 
matiquement la forme de la striction qui apparait sur une éprouvette cylindrique. Jusqu’a 
présent il n’existait que des formules empiriques, dont la validité était limitée 4 quelques types 
d’éprouvettes. Partant de ’hypothése que la déformation finale peut étre représentée comme 


* Die Versuche wurden an der Technischen Versuchsanstalt der Technischen Hochschule Wien, 
Vorstand Prof. Dr. A. Leon, durchgefihrt. 
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la somme des glissements élémentaires, on peut, en s’appuyant sur la théorie des probabilités, 
déterminer la répartition statistique des glissements le long de l’éprouvette. 

Der Zugversuch, einer der altesten Festigkeitsversuche, ist bereits in einer groBen 
Anzahl von Arbeiten behandelt worden!. Dennoch blieb eine Reihe ihn betreffender 
Fragen bisher ungelést, wie z. B. die Frage nach dem durch die Verformung bedingten 
Spannungszustand an der Einschniirung, die Art der Ausbreitung der plastischen 
Verformung iiber den Querschnitt, wie auch die Frage nach den physikalischen Be- 
dingungen, die zur analytischen Erfassung der Form der Kinschniirung fihren. Im 
folgenden wird die Berechnung der Form der Einschniirung auf einem in der Material- 
priifung bisher nicht tiblichen Weg durchgefiihrt. 

Wie eingehende Versuche gezeigt haben, erfolgt die bleibende Verformung in 
vielkristallinen metallischen Werkstoffen durch Gleitung (Translation), Zwillings- 
bildung (einfache Schiebung) und durch Platzwechselvorginge. Den Platzwechsel- 
vorgangen diirfte bei der Durchfiihrung des ZerreiBversuches unter den iiblichen 
Versuchsgeschwindigkeiten bei jenen Stoffen, deren Rekristallisationstemperatur 
betrachtlich tiber der Versuchstemperatur liegt, fiir die Plastizitat keine wesentliche 
Rolle zufallen. Die Zwillingsbildung kann fiir unsere Betrachtungen als eine Sonder- 
form der Gleitung angesehen werden. Die Translation besteht in einem Abgleiten 
von Kristallteilen langs dichtest besetzter Ebenen in Richtung dichtest besetzter 
Geraden. Daraus folgt, daB weder die Gleitrichtung noch die Gleitflachen mit der 
mechanisch bedingten Gleitrichtung (Richtung der Hauptschubspannung) zusammen- 
fallen miissen. 

Als Elementarvorgang der Gleitung kann man sich die ,,Versetzung™ zweier 
paralleler Gitterebenen um einen Atomabstand vorstellen?. Die Verschiebung kann 
jedoch in Realkristallen nicht so vor sich gehen, daB alle Atome gleichzeitig in die neue 
Lage tibergehen, dies geschieht vielmehr schrittweise?. Andernfalls miiBte die theo- 
retische Schubfestigkeit den 10%-fachen Betrag det technischen Schubfes igkeit haben*. 
Die Ursache liegt darin, da das Gitter der Realkristalle mit Fehlstellen behaftet ist®. 
Die Realkristalle (Kristallite) sind somit nicht homogen; ihr Gitter besteht vielmehr 
aus einzelnen Blécken, sogenannten Mosaikblécken. Ihre Abmessungen sind von der 
GroBenordnung 10-+mm. Innerhalb dieser Blécke ist das Gitter nahezu ideal. Die 
Blocke unterscheiden sich voneinander jedoch in ihrer kristallographischen Orientierung 
um kleine Winkelbetrage. An den Grenzen der Mosaikbliécke ist die regelmaBige 
Atomanordnung gestort®. 


1G. Sachs und G. Fiek: Der Zugversuch. Leipzig: Akad. Verlagsges. 1926. — FE. Siebel: 
Handbuch der Werkstoffpriifung, Bd. II, S. 33—85. Berlin: Springer-Verlag. 1939. — E. Schie- 
bold und G. Richter: Studien tiber den Zugversuch an kristallinen Stoffen. Mitt. dtsch. Material- 
prif-Anst. Berlin, Sonderh. 5, S. 68—96 (1929). — G. Sachs: Werkstoffprifung und Werkstoff- 
eigenschaften. Bemerkungen iiber die Bedeutung des Zugversuchs. Mitt. Materialpriif.-Amt 
u. K. W. I. Berlin, Sonderh. 3, 8. 93—99. Berlin: Springer-Verlag. 1927. 

2 M. Polanyi: Uber eine Art Gitterstérung, die einen Kristall plastisch machen kénute. 
Z. Physik. 89, 660 (1934). 

8 M. Klassen-Nekludova: Uber die sprungartige Deformation. 7%. Physik 55, 555—568 
(1929). 

4 A.Smekal: Die Festigkeitseigenschaften spréder Kérper. Ergebn. exakt. Naturwiss. 15 
(1936). Technische Festigkeit und molekulare Festigkeit. Naturwiss. 10, 799—804 (1922). Die 
strukturempfindlichen Eigenschaften der Kristalle. Handbuch der Physik, Bd. XXIV/2, S. 919. — 
A. Griffith: The Theorie of Rupture. 1. Int. Kongr. f. angew. Mechan., Delft 1924, S. 55—63. —- 
M. Polanyi: Uber die Natur des ZerreiBvorganges. Z. Physik 7, 323—327 (1921). 

5 Bragg: Engineering 160, 434 (1945). : 

6 A. Kochendorfer: Plastizitét und Mosaikstruktur der Kristalle. Z. Metallkunde 30, 
299—305 (1938). — U.Dehlinger: Submikroskopische Unterschiede zwischen Guf- und 
Rekristallisationszustand von Metallen. Physik. Z. 34, 836—838 (1939). Die vertestigende Wirkung 
der verborgenen elastischen Spannungen. Z. Metallkunde 34, 197—199 (1942). ; 
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Wirkt auf einen Kristall mit Mosaikstruktur eine Schubspannung, so entsteht 
als Folge der UnregelmaBigkeiten an den Blockgrenzen ein inhomogener Spannungs- 
zustand. Daraus folgt, da fiir Atome mit groBer Auslenkung aus ihrer stabilen Lage 
ein geringerer Energiebetrag erforderlich sein wird, um sie iiber die Potentialschwelle 
in ein neues Potentialminimum zu heben, als fiir stabil im Block liegende Teilchen. 
Die Gitterverzerrung durch die Schubspannung kann so gro sein, da® ein Atom 
tiber die Energieschwelle gebracht wird und das anliegende Atom aus seiner Lage 
verdrangt. Auf diese Weise breitet sich die ,,Gleitung“ iiber die ganze Gitterebene 
bis an den Mosaikblockrand fort. Die durch die Gitterebenen (Gleitebenen) getrennten 
Kristallteile haben damit eine Verschiebung um einen Atomabstand erfahren (Gleit- 
schritt). Ein Teil der Gitterverzerrungen bleibt in der Gleitebene gebunden und beein- 
fluBt den Spannungszustand derart, daB ein weiteres Gleiten erst durch Erhéhung der 
Belastung moéglich wird (Verfestigung)’. Die bleibende Verformung der kristallinen 
Werkstoffe wird somit durch eine Summe von Versetzungen dargestellt. 


Der Verformungsvorgang beim Zugversuch. 


In der Festigkeitslehre wird angenommen, da8 sich bei Zugbelastung einer unge- 
kerbten Probe die Spannungen gleichmaBig iiber den Querschnitt verteilen, also ein ein- 
achsiger Spannungszustand herrsche. Das verlangt jedoch, daB der Werkstoff homogen 
und isotrop ist. Weiters mu8 die Form des Probestabes geometrisch vollkommen be- 
stimmt, das heiBt die Endflachen miissen eben und senkrehct zur Achse gerichtet und 
die Mantelflache ein Kreiszylinder sein. Als letzte Voraussetzung wird Zusammenfallen 
der Kraftwirkungslinie mit der geometrischen Achse des Probestabes verlangt. Diese 
Bedingungen lassen sich nie in aller Strenge verwirklichen. Die metallischen Werk- 
stoffe sind weder homogen noch isotrop, noch kann die Probe geometrisch genau 
hergestellt werden. Die Ubertragung der Kraft auf die Probe erfolgt durch Einspann- 
képfe, Gewinde oder Keile, so daB infolge der Inhomogenitat des Werkstoffes und 
der undefinierbaren Einspannverhaltnisse der Lastangriff nie genau zentrisch sein 
kann. Wie eingehende elastizitatstheoretische Untersuchungen® zeigten, treten die 
gréBten Spannungen in der Nahe der Einspannképfe auf der Mantelflache auf. Zur 
Kraftiibertragung auf die Probe wird demnach der Werkstoff in der Nahe des Stab- 
mantels starker herangezogen als im Kern. Der Spannungszustand ist daher bereits 
bei elastischer Beanspruchung der Probe inhomogen. Diesem iiberlagern sich die 
Spannungsstérungen durch die Inhomogenitaten des Werkstoffes. 

Metallische Werkstoffe bestehen aus einer groBen Anzahl mit Fehlern behatteter 
Kristallite, deren Orientierung regellos verteilt ist. Der Werkstoff erscheint zunachst 
nach auBen hin quasiisotrop. Bei Belastung der Probe beginnen die fiir die Ver- 
formung giinstigst gelegenen Kristallite schon bei Spannungen unterhalb der ,,Elasti- 
zitatsgrenze zu flieBen® 1°, Der inhomogene Spannungszustand fiihrt mit dem an 
der Oberflache der Probe herrschenden gréBeren Verformungsmoglichkeit zur Kinleitung 
der Verformung an der Oberflache in der Nahe der Einspannképfe. Versuche'! zeigten 


7 A. Leon: Zur Theorie der Verfestigung. Z. Betr. u. Fert., 3. Jg., H. 12. — U. Dehlinger: 
Das Gleiten der Metallkristalle. Metallforsch. 1, H. 1/2 (1946). — F. Vitovec: Verfestigung 
und Eigenspannung. Osterr. Ingenieur-Arch. 8, 119 (1949). 

8 L.. N. G. Filon: Philos. Trans. Roy. Soc. London, Ser. A 198, 148—233 (1902). 

9 R. Glocker und H. Hasenmaier: Réntgen-Spannungsmessung tiber den Beginn des 
FlieBvorganges bei C-Stahl. Z. Ver. dtsch. Ing. 84, 825—828 (1940). 

10 F. Bollenrath, V.Hauk und E.Osswald: Réntgenographische Spannungsmessung 
bei Uberschreiten der FlieBgrenze an Zugstiben aus unlegiertem Stahl. Z. Ver. dtsch. Ing. 83, 
129—132 (1939). 

11 W. Kuntze und G. Sachs: Zur Kenntnis der Streckgrenze von Stahl. Z. Ver. dtsch. 
Ing. 72, 1011—1016 (1928). ) 
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dies sehr deutlich. Bei Stahl erfolgt nach Erreichen der Streckgrenze an der Kin- 
spannung eine Verformung in Form einer kleinen bleibenden ortlichen Einschnirung, 
die sich in der Folge iiber die ganze 
Stablange ausbreitet (Abb. 1). 

Mit zunehmender Belastung nehmen 
jedoch auch naher der Stabachse gelegene 
Kristalle an der Verformung teil. Bei Ent- 
lastung des Stabes bildet sich ein Eigen- 
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Abb. 1. Beginn und Fortpflanzung des FlieBens Abb. 2. Veranderung des Langsprofils eines 
in einer Zugprobe aus Stahl] nach W. Kuntze  Kupferstabes durch Dehnen nach W. Kuntze 
und G. Sachs. und G. Sachs. 


spannungszustand aus und ein Teil der verformten (geflossenen) Kristalle wird riick- 
verformt, was Hysteresis und Nachwirkungserscheinungen bedingt. Es hangt von 
der GroBe des verformten Raumanteiles der Probe ab, ob die Verformung durch 
Abweichen der Spannungs-Dehnungslinie von der Hookeschen Geraden, Hysteresis 
und Nachwirkungserscheinungen mit den vorhandenen Mefgeraten feststellbar ist. 
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Abb. 3. a) Veranderung des Langsprofils eines Stahlstabes durch Dehnen. b) FlieSkurve der Probe. 


Die bleibende Verformung breitet sich sehr rasch iiber die ganze Lange des Stabes 
aus (Abb. 2, 3), wodurch schnelles Abflachen der Spannungs-Dehnungslinie eintritt. 
Der. Lastanstieg bei zunehmender bleibender Verformung ist durch die Verfestigung 
bedingt. Nachdem alle Kristallite vom FlieBen erfaBt wurden, nimmt der Stab an 
der weiteren Verformung iiber seine ganze Lange nahezu gleichmaBig teil (Gleich- 
mafdehnung). 

Die Ausrichtungen der einzelnen Kristallite sind so ungleichmaBig iiber die Stab- 
lange verteilt, dag in den einzelnen Stabbereichen verschieden groBe Verformungen 
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auftreten’?. In einzelnen Gebieten werden die Kristallite fiir die Verformung giinstiger 
hegen und somit staérkere Formanderungen erfahren. Weiters sind die Fehlstellen 
nicht gleich wirksam und verteilt. Die FlieSkurven der einzelnen Stabbereiche sind 
somit Ortlich verschieden (Abb. 4). Einzelne Abschnitte des Stabes werden sich 
zunachst starker verformen, bis sie so weit verfestigt sind, daf ein anderer, bisher 
nicht verformter Bereich eine Deformation erfahrt. Die Verformungsgeschwindigkeit 
ist nicht nur zu Beginn des Versuches, sondern auch wahrend des Verformungs- 
vorganges von Punkt zu Punkt veranderlich. Die Unterschiede in der Verformungs- 
gréBe sind bei Versuchsbeginn am starksten und nehmen mit fortschreitender Dehnung 
ab. Uberwiegt in diesem Stadium bereits der Einflu8 der Einspannképfe jenen der 
Inhomogenitaten, so wird noch im Bereich der GleichmaBdehnung der Stab mittig 
schwacher werden als in den Bereichen der Einspannkopfe. 
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Abb. 4. Fhefikurve der verschiedenen Querschnitte derselben Probe (Teilstrich 4 und 8 der 
Probe nach Abb. 3). 


Nach Uberschreiten des Héchstlastpunktes dP/de = 0 tritt labiles Gleichgewicht 
und damit die Méglichkeit der Einschniirung ein. Es erfolgt also die weitere Verformung 
bei abnehmender Last, nicht aber bei abnehmender Spannung. Die Zunahme der 
Last steigt infolge der Verfestigung mit der Dehnung bis zum Hochstlastpunkt rascher 
an, als die Querschnittsabnahme erfolgt. Nach Beginn der Einschniirung nimmt der 
an der Verformung weiter mitwirkende Raumteil des Probestabes rasch ab, und 
zwar so, daB von den Einspannenden des Stabes zur Einschniirstelle hin die bleibende 
Verformung tiber immer gréBere Bereiche zum Stillstand kommt (Abb. 2). Die nach 
Einschniirung entstehenden Querspannungen werden schlieBlich zum spréden Anbruch 
in der Mitte des kleinsten Querschnittes fiihren'-!*. Entsprechend erfolgt der 
Bruch bei einschniirenden Stoffen bei Raumtemperatur von der Stabachse aus als 


2 ¢.F. Elam: Ungleichmafiges FlieBen von Metallen beim Zugversuch. Engineering 149, 
325—327 (1940). ; ae 

13 P, Ludwik: Bestimmung der Reibfestigkeit aus der gleichmafigen Dehnung. Z. Metall- 
kunde 18, 269—272 (1926). Die Bedeutung r&iumlicher Spannungszustande fiir die Werkstoff- 
prifung. Arch. Fisenhtittenwes. i, 1—8 (1928); Stahl u. Eisen H. 14 (1928). Die Bedeutung: des 
Gleit- und Reif®widerstandes fiir die Werkstoffpriifung. Z. Ver. dtsch. Ing. 71, 1532—1538 (1927). 

144. Siebel: Formanderungstestigkeit und Spannungsverteilung im eingeschnirten Stab. 
Ber. d. Fachaussch. Ver. d. Eisenhiittenl. 1925, Ber. 71. 

15 N. N. Davidenkov und N. J. Spiridonova: Analysis of the State of Stress in the Neck 
of a Tension Test Specimen. Proc. Amer. Soc. Test. Mater. 46 (1946). 
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Trennbruch, an den sich gegen die Mantelflache des Probestabes meist ein Schub- 
bruch anschheBt. 

Bei hdheren Temperaturen schniiren die Werkstoffe, mit Ausnahme von Stahl 
im Blaubruchgebiet, im allgemeinen starker ein. Fiir Werkstoffe mit niedrigem Schmelz- 
punkt liegt die homologe Temperatur vielfach schon bei Raumtemperatur. In diesen 
Fallen erfolgt keine Verfestigung und der Werkstoff kann sich, wie z. B. unlegiertes 
Blei, vollstandig einschniiren und zu einer Spitze ausziehen. 

Auch die Versuchsgeschwindigkeit beeinfluBt die Ausbildung der Einschniirung’®. 
Proben schniiren im allgemeinen bei hohen Versuchsgeschwindigkeiten nicht so stark 
ein, jedoch erstreckt sich die Einschniirung tiber einen gréBeren Bereich des Probe- 
stabes. 


Ermittlung der Einschntirungskurve. 


a) A. Nadai und N. J.Manjoine!’ bestimmen bei Voraussetzung einer kleinen 
Storung am zylindrischen Probestab die Veranderung der Querschnitte als Funktion 
der Zeit. Unter der Annahme, daf der Stab bereits vor seiner Verformung mittig 
schwacher ist, also die Querschnitte der zylindrischen Probe im ungedehnten Zustand 
dem Gesetz 

Fy a Eo oax - (1 =F pena 
folgen, ist es méglich, die Form der Einschniirung zu bestimmen. Dabei bedeuten 
im vorstehenden Gesetz F, einen beliebigen Querschnitt im ungedehnten Stab, 
Fy) max Gen gréBten Querschnitt im ungedehnten Stab, 2 den Abstand von Fy, von 
der Stabmitte im ungedehnten Stab. 


Mit 
é = In(1 +) (1) 
und den Beziehungen 
> Xo 
Py- du, = Fda o=\ Fae 2 
Ore 270) ’ F 0 (2) 
0 
und bei Beachtung von 
% 
dx 
Ge ee v= lean (3) 
Oe 
folgt die Relativgeschwindigkeit der beiden Stabenden zueinander zu 
ele elo 
d AS ify = 
p= =| aids, = | Bide, (4) 
0 ov 


Der Index ,,0* gibt dabei jeweils den Wert einer GréBe zur Zeit t = 0, also zu Beginn 
des Versuches an. 
Dabei bedeutet 


6 ee » 
dt l+e5-. 
Aus (2) und (3) folgt mit (4) 
OL Sen ee 
ot ° F at (5) 


Yn 3 P.G. Jones und H.F. Moore: Untersuchung des Einflusses der Dehngeschwindigkeit 
bei Metallen. A. S. T. M. News 1940; vgl. Stahl u. Eisen 61, 433 (1941). 

” A.Nadai und N.J.Manjoine: High Speed Tension Test at Elevated Temperature. 
Posts II and III. J. appl. Meehan. for June 1941. 
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Bei Einfithrung von v = v (c) und o = P/F = P (t)/F wird GI. (5): 
ie or Pes 
roar — ~S(P OF). (6) 
Nimmt man das parabolische Abhangigkeitsgesetz 0 = a-o” =a: = zwischen 
der Spannung o und der Versuchsgeschwindigkeit an, bei 1 <n < oo, 4 = konst., 
so erhalt Gl. (6) die Form 
Bt YO lok = —« of PP, 
Durch Integration erhalt man 
ct 
Fe — FY —n-«\ P* dt. (7) 
Ov 
Bei Annahme von » = 2 und damit 4 = « o? und 
Pee ER Yim Py( Lite jt) 
wird mit Verwendung von Gl. (7) und Integration 
F? = F2 — 2 « ty: P,? (t/tp — 2/3 - P/t,? + 0/5 t,9). (8) 


Gl. (8) gibt die Abhangigkeit des Querschnittes von der Zeit bei gegebener Anfangslast 
und bekanntem Geschwindigkeitsgesetz an. 


b) E. Siebel!® nimmt an, daB die gréBte Langsspannung in der Mitte des Ein- 
schniirquerschnittes wirkt. Verhalten sich die Radialspannungen entsprechend dem 
Gesetz 


ea 1 72 — g2 
Lo 2 Og Be 
so folgt bei Verwendung der FlieBbedingung (Hauptschubspannungstheorie) 
ks et Oy rea Or (9) 


fiir die Langsspannung 
1 7 — a3 
=o, +h, = ky (1+ 5"), 
wobei o; die Langsspannung, o, die Radialspannung, k; den Formanderungswiderstand, 
ry den Halbmesser des betrachteten Querschnittes, « den Abstand von der Stab- 
achse und ¢, den Kriimmungshalbmesser der Mantellinie bedeuten. Durch Integration 
liber die Querschnittsflache erhalt E. Siebel fiir den Formanderungswiderstand 
eg aahlae 
FF 1+ 7/40," 
Bei bekannter Abhangigkeit des Formanderungswiderstandes k; von der Querschnitts- 
abnahme kann die Form der Einschniirung ermittelt werden. Die Anwendung des 
Verfahrens bleibt auf die Nahe des kleinsten Querschnittes beschrankt. 
ce) W. v. Méllendorf!® entnimmt aus einer Reihe von Versuchen, da8 die Kin- 
schniirung verschiedener Metalle eine geometrisch ahnliche Kontur und im mittleren 
Teil die Erzeugende hyperbolische Gestalt besitzt. Weiters folgert W. v. Méllendorf, 
daB die Erzeugenden des Hyperboloids die Stabachse im kleinsten Querschnitt unter 
45° schneiden. Vom Wendepunkt bis Einspannkopf wird die Mantellinie des Langs- 
schnittes des einschniirenden Stabes durch die einfache empirische Beziehung 


2 tile) (12) 


(10) 


2 (11) 


ue E. Siebel: Zur Mechanik des Zugversuchs. Wiss. Abh. dtsch. Materialprif.-Anst., Folge I, 


H. 5, 1—4 (1944). 
19 W.v. Méllendorf: Die Gestalt des FlieBkegels. Mitt. dtsch. Materialpriif.-Anst. u. Mitt. 


Kaiser-Wilbelm-Inst. Metallforsch. Jg. 41, 60—62 (1923). 
Ingenieur-Archiv IV, 1. 
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dargestellt. Dabei bedeuten H den axialen Abstand vom kleinsten Querschnitt, 
R den Halbmesser des Stabquerschnittes im Abstand H. 

d) E.Schiebold und G. Richter?® fanden in Fortsetzung der Arbeiten von 
W. v. Méllendorf nach eingehenden Messungen an eingeschniirten, zylindrischen 
Zugstiben, daB der Verlauf der Mantellinie naherungsweise durch ein logarithmisches 
und ein hyperbolisches empirisches Gesetz dargestellt werden kann. Vom gleichmabig 
gedehnten Stabteil bis zu den Wendepunkten der Einschniirungskurve folgt der 
Langsschnitt durch den Stabmantel dem logarithmischen Gesetz 


1 
H = y=, cote. in sy (13) 


Dabei bedeuten H, den Abstand des Beginns des gleichformig gedehnten Stabteils 
vom engsten Querschnitt, Ry den Halbmesser im gleichformig gedehnten Stabteil 
und t, den Winkel des sogenannten FlieBkegels mit der Stabachse. In der Kinschnirung 
selbst wird bis zu den Wendepunkten die UmriBlinie durch ein empirisch bestimmtes, 
hyperbolisches Gesetz angenahert.”* 


Die plastische Verformung als Summe von Gleitschritten. 


Die bleibende Verformung eines kristallinen Werkstoffes setzt sich aus der Summe 
der Gleitschritte der Atome zusammen. Im Bereich gréBerer Verformung, beim 
Zugstab z. B. in der Einschniirung, ist die Anzahl der Teilgleitungen gréBer als in 
den Stabteilen gegen die Einspannenden hin. Die Aufgabe besteht zunachst darin, 
das Verteilungsgesetz der Gleitschritte tiber der Stablange zu ermitteln. Dies gilt 
nicht nur fiir den Zugversuch, sondern allgemein fiir jede plastische Verformung. 

Der Betrachtung wird ein zylindrischer Probestab aus inhomogenem Werkstoff 
zugrunde gelegt. Die Inhomogenitaét besteht im vielkristallinen Aufbau des Werk- 
stoffes und in den dadurch bedingten 6rtlichen Unterschieden des Verformungs- 
widerstandes. Hier wird zur Vereinfachung angenommen, dai die Verformungs- 
widerstande von Querschnitt zu Querschnitt verschieden sind. Bei Beanspruchung 
deformieren sich nicht alle Querschnitte in gleicher Weise; einige Abschnitte werden 
einen hédheren Verformungswiderstand besitzen, so da die dazwischenliegenden 
Teile des Stabes gréBere Querschrumpfungen und Langsdehnungen erfahren werden. 
Die festeren Bereiche wirken auf die tibrigen Abschnitte als Stérstellen und quer- 
schrumpfungsbehindernd. Liegt homogener Werkstoff zwischen zwei Stoérstellen, so 
wird deren Einflu8 in der Mitte ihres Abstandes am kleinsten. Es ist daher am wahr- 
scheinlichsten, dai eine Versetzung an der Stelle minimalster Querschrumpfungs- 
behinderung erfolgt. 

Dem Einflu8 der Inhomogenitaten iiberlagert sich der Einflu8 der Einspannenden. 
Im allgemeinen gleicht sich der Kinflu8 der Inhomogenitaten des Werkstoffes im 
zylindrischen Probestab wahrend der GleichmaBdehnung aus, so daB im Zustand 
der Einschniirung der KinfluB der Einspannenden iiberwiegt. Daher ist fiir den 
mittleren, von den beiden Stabenden gleich weit entfernten Querschnitt die Wahr- 
scheinlichkeit fiir das Auftreten einer Versetzung am groéBten. Die Haufigkeit der 


20 E. Schiebold und G. Richter: Studien iiber den Zugversuch an krist. Stoffen. Mitt. 
dtsch. Materialpriif.-Anst., Sonderh. 5, 68—96 (1929). 

"1 Wahrend der Drucklegung der Arbeit wurde den Verfassern die Arbeit von J. H. 
Baltrukonis, F.A. Biberstein und M.H. Slud: Geometry of the tensile test specimen 
(Technical Report Nr. 5, Cath. Univ. Washington D. C., July 1948) zuganglich. Auf Grund zahl- 
reicher Versuche fanden die Verfasser fiir die Umriflinie eine empirische Naherung von der Form 
a 1 - 92 
y¥=B—A-e 4 
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Versetzungen wird in der Mitte des Probestabes ein Maximum erreichen, so da die 
értliche Einschniirung dort erfolgen wird. Eine groBe Anzahl von Versuchen hat 
dies bestatigt. 


Das Verteilungsgesetz bei einschniirenden Zugproben. 


Ist der Abstand ,,/*** die Entfernung zweier im inhomogenen Probestab liegenden 
Storstellen, so wird bei ihrer Gleichberechtigung das Minimum der F ormanderungs- 
behinderung im Mittel ihres Abstandes /* liegen. Wenn J,,/,,..., 1;,..., l* die Abstande 
beliebiger Querschnitte von einer Storungsstelle p (Abb. 5) bedeuten und eine steigende 
arithmetische Reihe mit dem Intervall 4 = (J; — 1;_,) bilden, so gilt nach der Methode 
der kleinsten Quadrate: 


(eee a eee oe (Ee 2 ht lin: 
pa Lh th te tht th 
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Je gréBer die Abweichung der Lage des Querschnittes, 
in dem ein Gleitschritt erfolgt, von der wahrscheinlichen FG bet” 
Lage” ist, um so geringer ist die Wahrscheinlichkeit, dak 
an dieser Stelle eine Gleitung eintritt. Bei plastischer = —_;~——- ae ee 
Verformung werden somit die Gleitschritte eine Haufungs- | bo] | 
stelle im arithmetischen Mittel des Abstandes zweier ih 
Stérungsstellen besitzen. Setzt man an Stelle des arith- dy 
metischen Mittels /*/2 einen beliebigen Wert 4, so gilt 
fiir die Langenabweichungen Abb. 5. Stoérstelle ¢ und 


] i 
a; SS A a (fe (15) pe 
Mit der Wahl eines Wertes / sind alle zugehérigen a; bestimmt, alle 2 und a; sind somit 
koexistente GroBen. Die Wahrscheinlichkeit, da8 im Abstand a;, das hei®t zwischen 
a, +da/2 eine Versetzung eintritt, wird ausgedriickt durch 
(p (a;) da. (16) 
Ist der Bereich der Abweichungen konstant und werden wie in Gl. (16) statt endlicher 
GroéBen Aadie Differentiale ,,da‘‘ eingefiihrt, so erhalt man fiir alle Abweichungen a; 
analoge Ausdriicke. 

Die Wahrscheinlichkeit des Zusammentreffens von Gleitschritten in den Abwei- 
chungen mit der Annahme / oder die Wahrscheinlichkeit, daB bei  Versetzungen 
die gleichwertigen Ereignisse der Gleitungen erfolgen, wird ausgedriickt durch das 
Produkt der Einzelwahrscheinlichkeiten 


w (A) = y (a) * Y (a2)... P (Gi) »-  Y (Ay) (day”. (17) 


Je groBer diese Wahrscheinlichkeit ist, um so mehr Anspruch auf Geltung hat 
der angenommene Wert 2. Unter allen angenommenen Werten / wird derjenige 
der wahrscheinlichste sein, bei dem die durch Gl. (17) gegebene Funktion fiir das 
Auftreten des resultierenden Systems von Versetzungen in den Abweichungen a; 
ein Maximum wird. Unter den angegebenen Bedingungen erreicht die Funktion W (A) 
fir 2 = 1*/2 ihren GroBtwert. Demnach mu8 


w (A) = @ (ay) @ (aa) -- @ (4) - # (@n) (17a) 


22 Als Wahrscheinlichkeit wird dabei der Grenzwert lim »,,/n = w (gl) bezeichnet, wenn n,; 


n> CO 
die Anzahl der Gleitschritte innerhalb eines betrachteten Teilabschnittes und n die Gesanit- 
summe der eingetretenen Gleitungen bedeuten. Den Quotienten n,;/n nennt man relative 


Haufigkeit. 
6* 
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oder dessen Logarithmus 

In w (A) = Ing (a) + Ing(a,.) +..-+Ing(a,) +... + In @ (Gn); 

In w (A) =Ing(A—1,) + ny (A—],.) +... + np A—1h,) 4 t ng(A—1,) (18) 
ein Maximum werden und der erste Differentialquotient von (18) verschwinden. Durch 
Differentiation von (18) folgt 


gy (A—b) , oP (Ab) | ee a Caer Vee 0 
Pe ore an eet mG auerane ie on) 
bzw. 
P (a) | Y' (a) | | 2 (Gn) ae (19): 
Ce phegne PE OS.) : 


Summierung der Gl. (15) gibt bei Beachtung von (14) 
dy +d, tdgt...a +... tad, =ndA—(h+h+ 3.4 +-:-ly)= 
=niong=an(s—4). 


2 2 
Diese Gleichung geht fiir 4 = /*/2 tiber in 
Oy hes Gs Tt De Sra 10. (20) 
Erweitert man Gl. (19) 
of qg" (a) | Pp (4) | : Pp (Gn) =a) 
ay Pp (44) — A, P (A) eee An * P (Gn) es : 


so ist bei Bestehen von (20) und bei Beachtung des gleichzeitigen Bestehens aller 2 
und a, 


NCD 5 ae ge Yds konst: =k 
ay p (44) A P (As) Gn * P (Mn) é 
allgemein 
PAG) Rep esas 21 
ew konst. = k. (21) 


Multipliziert man Gl. (21) mit ,,da‘“*, so folgt bei Beriicksichtigung der Beziehung 
dp (a;) = y' (a;) + da 
Oe Oe 


wt -a;-da 
YP (a;) YP (a;) 4% 3 
und durch Integration von 0 bis a 
l eo: oo) 
In g(a) =. kaw + Ine GG) == Come a. (22) 


Gl. (22) gibt bereits die Haufigkeit der Gleitschritte als Funktion des Abstandes 
des Querschnittes vom Querschnitt mit der gré8ten Einschniirung an. Die Konstante k 
bestimmt sich aus der Bedingung, daB @ (a) eine mit wachsendem a) fallende Funktion 
sein mu, die fir a = 0 ihr Maximum erreicht. 


Nimmt man fiir k/2 = — q?, so wird (22) 
ila) a Ohente rs, 
Da die Funktion (22) fiir a > 1 rasch gegen 0 strebt, konnen ohne nennenswerten 
Fehler die Teilgleitungen tiber einen unendlich langen Stab integriert werden. Da 


auBerdem die Gleitschritte innerhalb der Stablange mit Gewif8heit, also der Wahr- 
scheinlichkeit eins, auftreten miissen, kann 


+ co + co 
\ 9 (a) da = C-\e-we da 21 


gesetzt werden. 
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Bei Einfithrung der Substitution 


Grant, da = 4 
folgt 

zi CP dt ==1, 

+ 090 x 

e-? dt = x, C = ce 

bs Vx 
Damit nimmt Gl. (22) die endgiiltige Form 

Ha =e (23) 


an. Diese Gleichung ist identisch mit dem GauBschen Fehlerverteilungsgesetz. Die 
GroBe ,,q° gilt als Einschniirmaf und bestimmt die Form der Einschniirung. Sie 
ist vom Werkstoff, dessen Vorbehandlung und den Priifbedingungen abhangig. Uber- 
wiegt der Einflu8 der eingespannten Stabenden jenen der Inhomogenitaten des Werk- 
stoffes, so ist in der vorstehenden Ableitung sinngemaB an Stelle des Abstandes /* 
der Inhomogenitatsstellen p und (p + 1) die Stablange J, einzufiihren. 


Konturverlauf. 


Die Gleichmafdehnung kann als Summe Ortlicher Einschniirungen infolge der 
im Probestab auftretenden Stoérstellen gedacht werden. Wahrend der Gleichmab- 
dehnung gleichen sich die Ungleichmafigkeiten in der die Verformung bewirkenden 
Kraft fiir die einzelnen Stabbereiche zum gréBten Teil aus, so da im Hochstlastpunkt 
die Querschnitte fiir die Weiterverformung annahernd gieichwertig sind. Uber diese 
Gleichwertigkeit lagert sich jedoch der Einflu8 der EKinspannenden. Zu Beginn der 
Einschniirung wird die Verformung noch nahezu tiber die ganze Stablange erfolgen 
und die Mantellinie nur eine schwach gekriimmte Kurve sein. Ihre Kriimmung in 
Stabmitte nimmt mit steigender Verformung rasch zu, wahrend der an der Verformung 
selbst teilnehmende Raumanteil der Probe immer kleiner wird. Fiir Gl. (23) ist damit 
bei Beginn der Einschniirung das EinschniirmaB g = 0; mit fortschreitender Ver- 
formung bis zum Bruch nimmt q zu. Die Mantellinie ergibt sich daher aus der Kin- 
hiillenden der Haufigkeitskurven (bei veranderlichen Werten q), wahrend im un- 
mittelbaren Einschniirbereich des kleinsten Querschnittes die Haufigkeitskurve mit 
dem Einschniirma’ qg, die beiden Aste der Einhiillenden verbindet. 

Der Einschniirverlauf kann so gedacht werden, daf§ die Bertihrungspunkte der 
jeweiligen Scheitelkurve (23) mit der Einhiillenden das Verformungsgebiet des Probe- 
stabes nach auSen begrenzen. 

Die Ordinaten 6 der Einhiillenden bestimmen sich aus Gl. (23) durch Differentiation 
nach g als Funktion der Abstande a; vom kleinsten Querschnitt zu 

eran et 
— aVine 13a 

Die Abszissen der Berithrungspunkte zwischen Einhillender und Scheitelkurve a,, 

bestimmen sich aus Gl. (23) und (24) zu 


(24) 


(25) 


eee base 
eda V2 


Wie Versuche zeigen, begrenzen die Bertthrungspunkte (25) den an der bleibenden 
Verformung teilnehmenden Stabteil. Durch weitere Verformung in diesem Bereich 
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wird die durch die Einhiillende festgelegte Konturkurve parallel zu sich selbst gegen 
die Stabenden verschoben. Die Beriicksichtigung dieser Verschiebung fihrt, wie 
eine groBe Anzahl eigener Versuche gezeigt hat, zu keiner wesentlichen Verbesserung 
der erzielten Rechenergebnisse. Eine Korrektur bei Durchfiihrung des Verfahrens 
kann durch Verinderung des jeweiligen MaSstabes M erzielt werden. 


Praktische Anwendung. 


Zur Darstellung der wirklichen GréRenverhaltnisse des eingeschniirten Probe- 
stabes wird ein halber Liangsschnitt der eingeschniirten Probe herangezogen. Aus- 
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Abb. 6. Errechnete Einschniirungskurven nach Tabelle 1. 


gehend von idealer GleichmaBdehnung, 1i8t sich mit Hilfe der Gl. (23), (24) und (25) 
und bei Einfiihrung von 

2A=d, —d, (26) 
die Konturkurve ermitteln. Dabei bedeuten d, den Stabdurchmesser nach Gleich- 
maBdehnung, d, einen beliebigen Durchmesser des eingeschniirten Stabes und 
A = M-6 die Abweichung von der Gleichmafdehnung. Ebenso ergibt sich der 
Abstand irgendeines Punktes von der Stelle der gré8ten Einschntirung zu 


TES ae GON 
Fir die Auswertung ergeben sich folgende Beziehungen: 
get ge 
~ 413 4’ ey 
A, G Vx 
n uM” (28) 
M M? 
Aa = SE Foca) eat (29) 


Dabei ist 4, der GroBtwert der Abweichung A, q, das Einschniirma®, A,, der Abstand 
des Beriihrungspunktes zwischen Einhiillender und Scheitelkurve vom engsten Quer- 
schnitt der Probe. 


Der Mafstab M bestimmt sich aus Gl. (27): 
M=\413-A-A. (27a) 


Die Gl. (26) bis (29) wurden an einer Reihe von eigenen Messungen iiberpriift und als 
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Beispiel ein Stab aus St 37 in verschiedenen Einschniirungszustanden herausgegriffen. 
Die errechneten Werte sind in Tabelle 1 zusammengestellt und in Abb. 6 aufgezeichnet. 


Tabelle 1. 
Abstand Einschniirzustand I EHinschniirzustand II Einschniirzustand IIL 
vom = 
Scheitel gemessen gerechnet | gemessen gerechnet | gemessen gerechnet, 
Amm mm | mm mm mm mm mm 
0 S400 2c 2°450 ae 310 22 
2°5 3°030 | 3:°085 2°320 2°310 1:270 1278 
5 2°300 | 2°286 1-900 1°948 1°150 1°202 
75 1-600 1°537 1:450 1471 1°040 1:082 
10 1°250 1-152 1/105 1-105 0°890 0°930 
12°5 0°940 0°922 0°875 0°884 0°765 0-769 
15 0°760 0°762 0°735 0'736 0°670 0-640 
20 0°540 0°576 0°525 0°552 0°520 0:480 
25 0-440 0461 0°420 0°441 0°400 0°384 
30 0°370 0°384 0°360 0°368 0°325 0°320 
35 0°330 0°329 0°320 0°315 0°300 0°274 
40 0°285 0°288 0°265 0°276 0°245 0°240 
45 0°245 0°256 0:240 0°245 0°230 0-214 
50 0°230 0°230 0°225 0°221 0°205 0-192 
55 0°210 OF2NS 0°200 0°201 0:175 0-175 
60 0-190 0-192 0°185 0°184 0°155 0-160 
65 On OaT ai 0°165 0°169 0°135 0°147 
70 0°155 0:164 0°140 OmMa7 0°105 Ozilsie 
15 0°120 07153 0'115 0:147 0-100 0-128 
80 0-110 0°144 0°100 0°138 0-080 0-120 
85 0°090 OzkSS 0°085 0°129 0-070 0°113 
90 0:075 0°128 0:070 0°122 0-070 0°107 
95 0°060 0-121 0:060 0-116 0:060 0-101 
100 0:045 0-115 0°045 0-110 0°045 0:096 
Ma8stab 
M 6:9 6°75 6°3 
On 0°873 0°643 0°369 
BA 5°58 7°45 12°05 
aN 2°062 1:482 0-796 


Wie die Versuchsergebnisse zeigen, erfolgt die Einschniirung weitgehend 
symmetrisch. Der ,,gleichmaBig‘‘ gedehnte Stabteil weist jedoch wegen der In- 
homogenitaten des Werkstoffes keine mathematisch erfaBbare Kontur auf. Als Folge 
der undefinierbaren Verhaltnisse in der Nahe der Einspannképfe weichen dort MeB- 
ergebnisse von den errechneten Werten ab. SchlieBlich ist noch zu beriticksichtigen, 
daB schon bei GleichmaSdehnung der Stab im mittleren Teil schwacher ist, wahrend 
bei der Berechnung von iiberall gleicher Gleichmafdehnung ausgegangen wird. 


Zusammenfassung. 


Es wird versucht, die Form der Einschntirung eines zylindrischen Probestabes 
auf Grund physikalischer Uberlegungen mathematisch zu erfassen. Bisher wurden 
hierfiir empirische Formeln aufgestellt, deren Giiltigkeit auf einzelne Bereiche des 
Probestabes beschrankt war. Ausgehend von der Annahme, da8 sich die bleibende 
Verformung als Summe von Teilgleitungen darstellen 1a8t, wird auf wahrscheinlich- 
keitstheoretischer Grundlage die statistische Verteilung der Gleitungen tiber die Stab- 
lange ermittelt. % 

Eigene Versuche an zylindrischen Probestaben aus St 37 zeigten gute Uberein- 
stimmung mit den errechneten' Werten mit Ausnahme der Bereiche der Einspann- 
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kopfe. Die bisherigen Ansatze'8-2° gelten nur fiir Teilbereiche der EKinschniirung, 
und zwar entweder von der Stelle der grd&ten Einschniirung bis zum Wendepunkt 
der Kontur oder von diesem bis zu den Stabenden. Der vorliegende Ansatz schlieBt 
beide Bereiche ein. 

Dem Vorstand der Technischen Versuchsanstalt, Herrn Prof. Dr. A. Leon, er- 
lauben wir uns fiir seine wertvolle Unterstiitzung bei Durchfiihrung der Arbeit zu 
danken. Ebenso danken wir Dipl.-Ing. K. Lotsch fiir die Hilfe bei Durchfithrung 


der Versuche. 
(Bingegangen am 13. Jdnner 1949.) 


Berichte. 


Die tiberkritische Unterschallstrémung. 
Von H. Parkus, Wien. 


Problemstellung. 


Bei der Anstrémung eines Profils mit hoher Unterschallgeschwindigkeit kann 
értlich die Schallgeschwindigkeit iiberschritten werden. Man bezeichnet dann die- 
jenige Mach-Zahl der Grundstrémung, bei der die Schallgeschwindigkeit gerade erreicht 
wird, als kritische Mach-Zahl. Im Gegensatz zur inkompressiblen Strémung ist die 
strenge Lésung des gasdynamischen Problems des in einer Parallelstromung be- 
findlichen zylindrischen Kérpers noch nicht gelungen. Aus Druckmessungen ist 
bekannt, daB der 6ortliche Durchgang durch die Schallgeschwindigkeit im Gegensatz 
zu seiner Bezeichnung im allgemeinen kein kritischer Zustand ist und da er daher 
die Stromung im groBen und ganzen noch wenig beeinfluBt, trotzdem dort mathe- 
matisch der grundsatzliche Ubergang von der elliptischen zur hyperbolischen 
Differentialgleichung des Geschwindigkeitspotentials stattfindet. Messungen an 
Tragfliigelprofilen haben aber weiters gezeigt, daB eine schroffe Anderung der 
Strémungsverhiltnisse eintritt, wenn die Schallgeschwindigkeit drtlich um ein gewisses 
MaB tiberschritten wird. Der Auftrieb fallt ab und der Widerstand steigt rasch an. 

Schon G.I. Taylor! hat vermutet, da die Strémung dort nicht mehr wirbel- 
frei und isentropisch bleibt. Uber den Mechanismus dieses Vorganges war aber nichts 
Naheres bekannt. W.Tollmien? ist dann als erster bei der Untersuchung gewisser 
spezieller adiabatischer Potentialstro6mungen auf die Erscheinung gestoBen, daB nach 
einer bestimmten Uberschreitung der Schallgeschwindigkeit Linien auftreten kénnen, 
an denen die Strémung singular wird. Er nannte diese Linien Grenzlinien, weil er 
vermutete, da dort der adiabatischen Potentialstromung eine natiirliche Grenze 
gesetzt sei. I. Ringleb* hat dann weitere Strémungen mit Grenzlinien aufgefunden 
und W. Tollmien* hat schlieBlich gezeigt, daf& die Stromung an diesen Grenzlinien 
zwar formal mathematisch mit einer Spitze in den Stromlinien umkehren konnte 
(man nennt die Grenzlinien daher auch Rickkehrkanten), was natiirlich physikalisch 


' G.I. Taylor: Strémung um einen Kérper in einer kompressiblen Flissigkeit. Z. angew. 
Math. Mechan. 10, 334 (1930); Well established problems in high speed flow. 5° Convegno 
Volta 1935, 8. 198, Reale Accad. d’Italia. Roma. 1936. 

2 W.Tollmien: Zum Ubergang von Unterschall- in Uberschallstr6mungen. Z. angew. 
Math. Mechan. 17, 117 (1937). 

* I. Ringleb: Exakte Lésungen der Differentialgleichungen einer adiabatischen Gas- 
stré6mung. Z. angew. Math. Mechan. 20, 185 (1940); Uber die Differentialgleichungen einer 
adiabatischen Gasstrémung und den Strémungsstof. Dtsch. Math. 5, 377 (1940). 

* W. Tollmien: Grenzlinien adiabatischer Potentialstrémungen. Z. angew. Math. Mechan. 21, 
140 (1941). 
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unmdglich ist, daB sie aber in keiner Weise iiber die Grenzlinie hinaus fortgesetzt 
werden kann, oder mit anderen Worten, daB die adiabatische Potentialstromung 
schon stromaufwarts vor der Grenzlinie zusammenbrechen muB. 

Uber die physikalische Natur dieses ,,Zusammenbruches hat die Untersuchung 
von G. Guderley® einigen Aufschlu8 gebracht. Er hat gezeigt, daB bei Stromungen, 
in denen Riickkehrkanten mit Expansion auftreten, eine Abanderung des Stromungs- 
verlaufes schon oberhalb der Riickkehrkante eintritt, daB sich dabei aber keinerlei 
physikalische Besonderheiten ergeben. Riickkehrkanten mit Kompression dagegen 
fiihren zu VerdichtungsstéBen, die etwas vor der Grenzlinie eintreten und durch die 
hindurch die Strémung dann stromabwarts fortgesetzt werden kann. 

Die Existenz von VerdichtungsstéBen bei der Korperumstromung ist seit langem 
experimentell bekannt. Der Nachweis iiberkritischer Potentialstrémungen mit ort- 
lichen Uberschallgebieten in dem von der Theorie vorhergesagten Umfang wurde 
aber erst durch auBerordentlich aufschluBreiche Versuche von H.B.Helmbold 
und B. Géthert erbracht,® iiber die hier berichtet werden soll. 

Die Versuche zeigen, daB auBer der vom Verdichtungssto8 unmittelbar verur- 
sachten Unstetigkeit im Verlauf der Stroémungskrafte noch weitere Unstetigkeiten 
auftreten, die ihre Ursache in der Grenzschicht haben und die von Helmbold eingehend 
diskutiert werden. Eine zusammenfassende Darstellung der Ergebnisse ist am Schlusse 
dieses Berichtes zu finden.*# 


Versuchsergebnisse. 


Gemessen wurden die Strémungskrafte und Momente sowie die Druckverteilung 
an den in der nachstehenden Tabelle angegebenen diinnen, symmetrischen Profilen 
mit abgerundeter Vorderkante und scharfer Hinterkante. 


Tabelle 1. 
| H.B. Helmbold B. Géthert 
Windkanal ....: 370 mm Hohe 2700 mm Durehmesser 
Promltiete a. acs: 114 mm 300 mm 
Profildicke ..... 8°75% 12% 
Dickenricklage . 41°8% 40% 
Nasenradius .... 0°38% 07-72% 


Die Versuchsergebnisse sind in dimensionsloser Form in Abb. 1 dargestellt, und 
zwar werden der Beiwert c,,, des Profilwiderstandes, der Auftriebsbeiwert c, und 
der dimensionslose Unterdruck am Profil Ap/q,, itiber dem Prandtlschen Faktor 

1 
= eons 1 
ji ae (1) 
aufgetragen, wobei die Machsche Zahl M beigeschrieben ist. q,. ist der Staudruck 
der Parallelstromung. 

Nach der Prandtlschen Regel bestehen dann folgende, von Helmbold durch 
Hinzunahme der Reibungsglieder vervollstandigte Gleichungen, in denen also auch 
das Vorhandensein der Grenzschicht beriicksichtigt ist : 


5 G. Guderley: Riickkehrkanten in ebener kompressibler Potentialstromung. Z. angew. 
Math. Mechan. 22, 121 (1942). on ; 

6 H. B. Helmbold: Physikalische Unstetigkeiten in der tiberkritischen Unterschallstromung. 
F.I. A.T. Rep. 1092 (1947). shes 

6a Zu dem vorliegenden Fragenkomplex vergleiche man auch die wahrend der Drucklegung 
dieses Berichtes erschienene Abhandlung von A.Busemann: The Drag Problem at High 
Subsonic Speeds. Jonrn. Aeronautical Sciences 16, 337 (1949). 
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Ap|qoo = P [hi (€) + %n fe (€)], (2) 
C= Pa, m — 0 fy ey oat (3) 
Cw = fy (Car eas ), (4) 
Cp =e fe, Gaels ; (a 


Hierin ist € die dimensionslose Riicklage der sella Hr gegentiber Vorder- 
kante, bezogen auf die Profiltiefe, «, der Anblaswinkel, 6 das Dickenverhaltnis und R 
die Reynolds-Zahl. ¢,, ist der Momentenbeiwert, bezogen auf die Vorderkante. 


Unterkritische Potentialstré6mung (M < M,,it). 


Die Gl. (2) bis (5) werden durch die Versuchsergebnisse bestatigt. Nur im Bereich 
der Profilnase, wo die Prandtlsche Voraussetzung der quasiparallelen Stromung nicht 
erfiillt ist, weichen die Druckkurven von der Geraden nach Gl. (2) erheblich ab. 

Die Abweichungen der Auftriebskurven c, von der Geraden nach Gl. (3) bei 
kleinen Werten von P ist eine Folge der mit kleinem M auch kleinen Reynolds-Zahl 
(Laminareffekt). Sie 148t sich durch Turbulenzerregung nahe der Vorderkante voll- 
standig beseitigen. 


Uberkritische Potentialstromung (M,y,< M < M,). 


Der Durchgang aller gemessenen Gréfen durch die kritische Mach Zahl erfolgt 
stetig und die Giltigkeit der Gl. (3) bis (5) bleibt trotz der Bildung eines kleinen 
értlichen Uberschallbereiches bestehen. In Ubereinstimmung mit den eingangs er- 
wahnten theoretischen Untersuchungen ist damit die Realitat der tiberkritischen 
' Potentialstro6mung erwiesen. 

In Abb. 1 ist auch die kritische Druckkurve Ap,i:/¢.. eigetragen. Sie gibt (in 
Abhangigkeit von der Mach-Zahl der Grundstrémung) den dimensionslosen Unterdruck, 
bei dem die Schallgeschwindigkeit 6rtlich gerade erreicht wird. 

Die Gleichung dieser Kurve folgt aus der Formel von De St. Venant und Wantzel 
durch Einftthrung der Schallgeschwindigkeit c? = x p/e der Grundstrémung sowie 
des kritischen Druckes zu 


AP cit 2 2 wD apa \yea 
Yoo AE c eas haa) ai (8) 

Der StoBverzug M, — M,,;, zeigt eine starke Abhingigkeit vom Anstellwinkel «, 
er verschwindet nahezu bei symmetrischer Anblasung («, = 0), erreicht aber be- 
trachtliche Werte bei grofen Anstellwinkeln, bei denen das Geschwindigkeitsmaximum 
nahe der abgerundeten Vorderkante an einer Stelle sehr starker Wandkriimmung 
zu liegen kommt. 


Senkrechter VerdichtungsstoB (M, < M < M,). 


Das Vorhandensein eines VerdichtungsstoBes ist an scharfen Knicken im Verlauf 
der Druckkurven der vom StoB erfaBten DruckmeBstellen erkennbar. Ein derartiger 
Knick, welcher stets im Unterschallbereich auftritt (nur im Grenzfall M = M, liegt 
er auf der kritischen Druckkurve, also am Durchgang von Uberschall zu Unreehake 
zeigt an, da sich der mit hoher Frequenz (GréSenordnung 104 Hz) um eine Mittellage 
pendelnde Stof in seiner hinteren Endlage gerade iiber der betreffenden Druckme- 
stelle € befindet. Die stark ausgezogene Linie im MeB8bild von Ap/q., gibt den Ort 
dieser Endlagen in Abhangigkeit von der Machschen Zahl. 

In einiger Entfernung hinter dem Sto8 folgen die Druckkurven immer noch der 
Geraden nach Gl. (2). 
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3 Too =3? feo 
y, ay 3 3 Bak? 
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a) 


Abb.1. a) Versuche von H.B.Helmbold. b) Versuche von B. Gothert. 
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Die Mach-Zahl M,, bei welcher die StoBbildung mit infinitesimaler Intensitat 
einsetzt und nach deren Uberschreitung wegen des Entropieverlustes im Stof die 
Homogenitaét und Drehungsfreiheit der Strémung zerstért ist, fallt zusammen mit 
derjenigen Mach-Zahl, wo der Auftriebsbeiwert c, die erste Abweichung von der 
Geraden nach Gl. (3) aufweist, indem ein Zusatzauftrieb auftritt, welcher zunachst 
etwa proportional (M —M,)? verlauft?. Die Ursache dieses Zusatzauftriebes hat 
man in einer wandnahen DurchfluBverminderung durch den Sto8 zu suchen, welche 
dadurch zustande kommt, daB die Stromdichte 0 w, die an der stetigen Grenze des 
Uberschallgebietes iiberall ihr Maximum erreicht, beim Durchgang durch den StoB 
hinter dem Maximum zuriickbleibt, weil dabei der kritische Zustand tibersprungen 
wird. Die Wirkung ist demnach die gleiche, wie die einer bei der Kavitation auftreten- 
den Dampfblase, welche anfanglich ebenfalls einen Zusatzauftrieb bewirkt’. 

Die gemessene StoBintensitat ist etwa proportional M — M,. Eine Abschatzung 
ergibt dann, da8 der durch den Ruhedruckverlust bedingte Zusatzwiderstand mit 
(M — M,)! wachst. Er erreicht aber erst bei gréBeren Werten von M — M, meBbare 
Betrage. 

Die Riickwanderung der Druckpunktlage c,,/c, beginnt ebenfalls bei M,. 


Ortliche Riickstrémung der Grenzschicht (M,< M < M,). 


Sobald der StoB geniigende Starke erreicht hat, ist die zwischen Wand und StoB 
stromende Grenzschicht nicht mehr imstande, den dort herrschenden steilen Druck- 
anstieg zu iiberwinden; sie wird zur Umkehr gezwungen. Die AuBenstrémung lost 
sich daher am Stof von der Wand ab, legt sich jedoch weiterhin zunachst wieder an. 
Diese voriibergehende Ablésung verursacht einen steilen Widerstandsanstieg infolge 
zusatzlichen Druckwiderstandes, hat aber keinen meBbaren EinfluB auf den Auftrieb. 


Vollstandige Ablosung der AuBenstroémung (MM, ~M,< M < M,;). 


Die mit der Mach-Zahl weiter wachsende StoBstarke bewirkt eine VergréBerung 
des Riickstroémungsgebietes, welches schlieBlich die Profilhinterkante erreicht. Die 
Druckkurven knicken jetzt alle zugleich nach oben ab, weil sich die AuBenstrémung 
nunmehr am Sto’ endgiiltig von der Saugseite abzulésen beginnt (M,;). Die Wirkung 
auf den bis dahin stetig zunehmenden Auftriebsbeiwert wird allerdings erst unmittel- 
bar darnach (M,) in Gestalt eines plotzlichen Abfalls sichtbar. Auf den Widerstand 
hat diese neue Unstetigkeit keinen meSbaren Einflu8. 


HinterkantenstéBe (M;< M,< M <1). 


Sobald das Uberschallgebiet auf der Druckseite bis zur Hinterkante reicht, geht 
von dort ein zweiter, schrager Druckseitensto8 (oder bei kleinem Hinterkantenwinkel 
und groBem Anstellwinkel ein Facher von Machschen Verdiinnungswellen) aus; etwa 
gleichzeitig durchlaufen die Unterdriicke auf der Druckseite ihr Maximum und der 
Auftriebsbeiwert c, wird ein Minimum (M;). Etwas spater erreicht auch das Uber- 
schallgebiet auf der Saugseite die Hinterkante und entsendet von dort einen zweiten 
schragen SaugseitenstoB (M,). 

Oberhalb M, kénnen keine Unstetigkeiten im Verlauf der Krafte und Driicke 
mehr auftreten; diese nahern sich asymptotisch einem Grenzwert fiir M = 1. Dort 


g ‘Wahrend der Drucklegung dieses Berichtes ist auch der theorethische Nachweis dieses Zusatz- 
auftriebes gelungen: H. B. Helmbold: Uber den durch einen Verdichtungssto& verursachten 
Zusatzauftrieb. Ing.-Archiv 17, 280 (1949). 


° 0. Walchner in G. Kempf-E. Foerster: Hydromechanische Probleme des Schiffs- 
antriebes, S. 256. Hamburg. 1932. 
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erscheint im Unendlichen stromaufwarts vom Profil ein neuer VerdichtungsstoB, 
die Kopfwelle, und die Strémung geht-in die Uberschallstromung mit 6rtlichem 
Unterschallbereich iiber. 


Im gesamten Strémungsgebiet reine Unter- 


schallstrémung. Giltigkeit der Prandtl- 
oe schen Regel. An der Stelle des Geschwindigkeitsmaxi- 
red Te roca 5 SS mums (abhangig vom Anstellwinkel) wird 
| Unterschallstr6mung mit értlichem Uber- die 6rtliche Schallgeschwindigkeit erreicht. 
schallgebiet. Noch kein VerdichtungsstoB. 
Im ganzen Strémungsgebiet Potential- 
strémung. Auftreten eines VerdichtungsstoBbes an der 
ge ee eS Ae eT —————»  Ubergangsstelle vom Uberschall- zum Un- 
Der Auftrieb steigt rasch an, der Wider- | terschallbereich. 
stand bleibt noch unbeeinfluBt. Beginn 
der Druckpunktwanderung. fpr Stromung lost sich an der Stofstelle 
M, > ae von der Wand ab, legt sich jedoch nach 
Steiler Widerstandsanstieg. Der Auftrieb wird \ einem kurzen Stiick wieder an. 
nicht beeinflubt. 
MM 5 { Die Strémung legt sich nicht mehr an. 
ele anid ese Oe Oe eee pl) RO _f Die Wirkung der Ablosung auf den Auftrieb 
—- | wird sichtbar. 
Der Auftrieb failt rasch ab. Im Widerstand 
keine Unstetigkeit. : Das Uberschallgebiet auf der Druckseite 
1 ES Ea ea eae a e erreicht die Hinterkante. ¢, wird ein 
¢, Steigt wieder an. oo 


M Poros —ss—s—s«f Daas Uherschallgebiet auf der Saugseite er- 
ae if \ reicht ebenfalls die Hinterkante. 


Krafte und Driicke nahern sich dem Grenz- 

wer tur af — I. z ‘ : 

ue 1 __ f Auftreten der Kopfwelle unendlich weit vor 
Nat Re at Gg fc Pu ox) ee \ dem Profil. ; 


Uberschallstrémung mit 6rtlichem Unter- 
schallbereich. Die Kopfwelle riickt mit 
wachsendem J/ immer naher an die Profil- 

| nase heran, um sie fiir M—> cozuerreichen. 


(Hingegangen am 8. Juni 1948.) 


Die Mechanik der Grenzbeanspruchungen.' 
Von C. Torre, Wien. 


Mit 12 Textabbildungen. 


I. Einleitung. 


Die Beziehungen der Formanderungen (bzw. Formanderungsgeschwindigkeiten) 
eines rein plastisch verformten Korpers zu den entsprechenden Spannungen sind 
schon in den ersten Ansaétzen von St. Venant und Lévy? und dann von Mises? 


1 Vorgetragen am 15. Dezember 1948 an der Technischen Hochschule in Wien. Dieser Beitrag 
ist mit Wissen von Herrn Professor Dr.-Ing. A. Nadai (East-Pittsburgh, USA.) als ein Anhang 
zur in dieser Zeitschrift erschienenen Ubersetzung der Arbeit von A. Nadai: Das FlieBen von 
Metallen unter verschiedenen Beanspruchungen, 3, 261, 421 (1949) gedacht. 

2 A. Nadai: Plastizitit und Erddruck, in Handbuch der Physik, Bd. VI, 8. 465. Berlin: 
Verlag J. Springer. 1928. 

3 R.v. Mises: Nachr. Ges. Wiss. Gottingen H. 4, 582 (1913). 
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untersucht worden. Man bemerkte dann, daf im allgemeinen die elastischen Anteile 
der Formanderungen dabei nicht immer vernachlassigt werden diirfen. Um auch 
diese zu beriicksichtigen, wurde ein einfacher und naheliegender Ansatz gemacht, 
nach dem die elastischen und die plastischen Anteile der Verzerrungen zu addieren 
sind, womit dann die sogenannten Gesamtverzerrungen erhalten werden (siehe 
z. B. Hencky,? Reuf® oder zusammenfassend bei Geiringer und Prager.® In 
einer bemerkenswerten Arbeit, deren Ubersetzung eben in dieser Zeitschrift erscheint, 
hat Nadai’ diesen Ansatz wieder verwendet und weiter vertieft. Man findet darin 
auch als eine kurze Begriindung, daB die Versuche diesen Ansatz rechtfertigen. Die 
Verbindung der Gesamtverzerrungen mit den entsprechenden Spannungen wird durch 
eine FlieBfunktion @ fiir Zug geleistet, deren Berechnung Nadai® angibt. 

Um die Spannungs-Dehnungs-Beziehungen der elastisch-plastisch verformten 
Stoffe allgemein abzuleiten, haben wir die Spannungs-Dehnungs-Diagramme fir 
spréde Stoffe (wie Marmor, Sandstein usw., siche Karman,® Boker,’ Ros und 
Eichinger") beniitzt, da diese allgemeiner sind als jene fiir bildsame Metalle. Werden 
nimlich die spréden Stoffe zunachst allseitig gleichem Druck o4py ausgesetzt und 
dann auf Zug, Druck, Verdrehung oder Kombinationen dieser beansprucht, so gehért 
in den Spannungs-Dehnungs-Diagrammen zu jeder GroBe des anfanglich allseitig 
gleichen Druckes o4), dem die Versuchskérper zunachst ausgesetzt wurden, je ein 
entsprechender Elastizitatsmodul (siehe schematische Darstellung in Abb. 2, wo o4p° 
eine Umschlingungsdruckbeanspruchung ist und o4p' bis o/7 den hdheren Driicken 
entsprechen), wahrend bei bildsamen Metallen alle Spannungs-Dehnungs-Linien im 
elastischen Gebiet zusammenfallen. Deshalb sind bei spréden Stoffen auch die 
anderen Charakteristiken der rechnerischen Behandlung der Grenzbeanspruchungen — 
wie Grenzflachen, Hiillkurven usw. — in der geometrisch-mathematischen Hinsicht 
allgemeiner, als die von bildsamen Metallen. 

Durch die Beniitzung dieser Spannungs-Dehnungs-Diagramme fiir spréde Stoffe 
und Kinfiihrung der Spannungs-Dehnungs-Charakteristik (Linien A, B in 
Abb. 2) glauben wir, die nattirlichen Grenzen der Beanspruchung definiert 
zu haben, die der gegebenen Kérperform und Belastung und dem verwendeten 
Material entsprechen. Zur Vereinfachung der Berechnung haben wir eine gerad- 
linige Spannungs-Dehnungs-Charakteristik (Linie A’ B/” in Abb. 2) angenommen, 
aus welcher sich auch das Additionsgesetz der elastischen und plastischen Anteile 
der Verzerrungen ergibt. AuBerdem ist die Flie8funktion durch den Plastizitiats- 
modul P ersetzt, der besonders bei der geradlinigen Charakteristik eine bestimmte 
und geometrisch anschauliche GréBe ist. Die allgemeinen (nicht nur geradlinigen) 
Spannungs-Dehnungs:Charakteristiken sind mit den obenerwahnten natiirlichen 
Grenzen der Beanspruchung identisch, was einen Blick in den Mechanismus der 
elastisch-plastischen Vorgange vermittelt. 


4H. Hencky: Z. angew. Math. Mechan. 4, 323 (1924). 

° A. Reuf: Z. angew. Math. Mechan. 10, 266 (1930). 

° H. Geiringer und W. Prager: Mechanik isotroper Korper im elastischen Zustand. Er 
exakt. Naturwiss. 13, 324 (1933). i sa 

“ A, Nadai: The Flow of Metals under Various Stresses Conditions. Appl. Mechan.., London 


157, 131 (1947); Ubersetzung: Das FlieBen von Metallen unter verschiedenen B 
1 7); se ) TSC eans “] ; 
Osterr. Ingenieur-Arch. 3, 284 (1949). TER Ose 


8 A. Nadai: Flow of Metals, a.a. O. 


T h. . K a an: Z. T atse 1 oo 69 191 } OYSC G 
9 V rm Ve . lt h. I 12, > 0 ] 3 s sh. ebiete In nleurw 


° R. Boker: Forsch. Gebiete Ingenieurwes. H 175/176 (1915). 
1 M. Ros und A. Eichinger: E.M.P.A., Ber. Nr. 28 (1928). 
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Die Richtigkeit der Einfithrung der linearen Spannungs-Dehnungs-Charakteristik 
haben wir an Hand der bekannten Versuche von Lode,!2 Davis!® und Taylor 
und Quinney" untersucht (Abschnitt II) sowie die Berechtigung zur Einfiihrung 
der gleichen Koeffizienten r,q(r + q = 1) bei der Belastungs- und Verzerrungs- 
charakteristik tiberpriift. 


Wir untersuchen weiter die Grenzflaichen im Koordinatensystem ihrer Haupt- 
achsen (Abschnitt III), weil die Gleichungen der Grenzflachen dann besonders einfach 
werden, und schlieBlich, ob die aus der Grenzflache iiber die Hiillkurve abgeleiteten 
Winkel die wirklichen Gleitwinkel sind. 


Herrn Professor Dr. K. Wolf sei fiir Unterstiitzung bei der Verfassung dieser 
Arbeit bestens gedankt. 


I]. Die natiirlichen Grenzen der Beanspruchung eines unhomogen 
beanspruchten Korpers. 


Die Gesamtverzerrungen ¢, y eines plastisch verformten Korpers ergeben sich 
(siehe Hencky,!® ReuS,'® Geiringer und Prager,!? Nadai!’) aus der Summe der 
' elastischen (e’, y’) und plastischen («’’, y’’) Anteile. So lautet z. B. die Gesamt- 
hauptdehnung ¢: 

=e, + €,-> usw. (1) 


In Gl. (1) bedeutet ,,usw.‘‘, da die Hauptdehnungen ¢,, ¢, ahnlich zu nehmen sind. 
Wahrend Hencky!® diesen Ansatz mit Hilfe der Variationsrechnung abgeleitet hat, 
gibt Nadai®® als Begriindung fiir die Addition der elastischen und _plastischen 
Anteile der Verzerrungen an, daf die Versuche diesen Ansatz rechtfertigen. Aus 
Gl. (1) ergibt sich weiter, wenn 


e4' <= @’ (+, eat Ss ), é" =O! (+, tee hay, ie usw (2a, b) 
und 
, ae ] QD’ | / Dp” yr 
=H +0", T= Sere (3a, b) 


die Gesamthauptdehnung in der Form 


Os = 6 
ED (<1 = ae 3 ), usW. (4) 


In Gl. (2) bis (4) bedeutet: © = 1/H, H = Elastizitatsmodul, ©” eine Flie8- 
funktion, m’ die Querzahl des elastischen, m’” die Querzahl des plastischen Anteiles, 
o, usw. die’ Hauptnormalspannungen. Wir bemerken, daB in den Ausdriicken fiir 
den elastischen, Gl. (2a), sowie fiir den plastischen Anteil der Verzerrungen, Gl. (2b), 


2 W.Lode: Z. angew. Math. Mechan. 5, 142 (1925); Z. Physik 36, 913 (1926); Forsch. 
Gebiete Ingenieurwes. H. 303 (1928). 

13k. A. Davis: J. appl. Mechan. A-187 (1943). 

“4 G.I. Taylor und H. Quinney: Philos. Trans. Roy. Soe. London, Ser. A 280, 323 
(1931). 

16 H.Hencky: Z. angew. Math. Mechan. 4, 323 (1924). 

16 A. ReuB: a.a. O. 

1” H. Geiringer und W. Prager: A.a. O., 8. 324. 

18 A. Nadai: Flow of Metals, a. a. O., 5. 1381. 

19 H. Hencky: Z. angew. Math. Mechan. 4, 323 (1924). 

20 A. Nadai: Flow of Metals, a. a. O., 8.131. 

21 Den Ansatz Gl. (2b) mit m’” = 2 hat auch Eichinger [M. Ros und A. Eichinger: Ver- 
suche zur Klairung der Frage der Bruchgefahr, E. M. P. A., Ber. Nr. 14 (1926), aufgestellt. 
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die gleichen Spannungen o, usw. vorkommen; eine Variante dieser Hypothese, 
die sich aus Gl. (4) und (1) ergibt, namlich 


@ (o, 02 ae “2 Poe &y/ a eee usw., (4a) 


m 


scheint méglich zu sein. Nach Abb. la, welche die Spannungs-Dehnungs-Linie eines 
idealplastischen Materials fiir den Fall einer einachsigen Beanspruchung darstellt, 
kann man Gl. (2), (3), (4) ableiten. Es ware vorteilhaft, die ¢ und o mit dem Index ,,s* 
wie in Abb. la zu versehen, was zeigen soll, daB diese GroBen an der Streckgrenze 
(FlieBgrenze bei Zug) liegen. Aus Abb. la ergibt sich die FleStunktion OG = cts ps; 


Abb. la. o(e)-Linie eines idealplasti- 
schen Materials. 


" ey PO 
eS RIS a eas 
in Cope Qpo/P 


Abb. 1b. Oktaeder-Spannungen bzw. Abb. 2. o (€)-Linien eines spréden Stoffes fir Zug- 
Verzerrungen. Belastungsart. 4 B = o(e)-Charakteristiken. 


Nadai?? hat die folgende Berechnung der FlieBfunktion angegeben: Sind die 
Gesamtverzerrungskomponenten 


2(m+ 1 ei 
f= oy) (o. ay ta oe), Vay — WTezy, USW. Ue et a (5a, b, c) 


22 A. Nadai: Flow of Metals, a. a. O. 

23 Wie Herr Prof. Dr.-Ing. A. Nadai dem Verfasser mitteilte (siehe auch die Bemerkung 
in dieser Zeitschrift 8. 285, FuBnote 19), sind die Gl. (2b) baw. (5) fir ein Metall im Verfestigungs- 
bereich unter folgenden Einschrankungen giiltig: 1. wenn die bleibenden Anteile der Dehnungen 
klein sind; 2. wenn sich die Hauptachsen der Spannungen relativ zum Korper nicht drehen und 
3. wenn sich die Verhaltnisse der Hauptnormalspannungen o/c, und o3/o, wahrend der Zunahme 
der Spannungswerte o,, o,,... mit den bleibenden Dehnungen «,”, e,’,... nicht indern. Der 
Punkt 3 lautet in unserer Ausdrucksweise: Die Belastungs- und Verzerrungsart bleibt im Korper 
unverandert. Die Bedingungen | bis 3 ergeben sich bei uns dann, wenn die Spannungs-Dehnungs- 
Charakteristik sehr steil und nahe der o-Achse verliuft. Siehe Bemerkung vor Gl. (17). 

Da wir unsere Bezichungen Gl. (11) bzw. (13), die sich aus der geradlinigen Spannungs- 
Dehnungs-Charakteristik ergeben, voraussichtlich auch fiir endlich groBe Formanderungen er- 
ganzen werden — wo dann [wie bei E. Trefftz baw. R. Kappus: Z. angew. Math. Mechan. 19, 
271, 344 (1939)] statt « und o andere einen Tensor bildende Gré8en eingefiihrt werden —, so 
wollen wir vorlaufig hier fiir diese Gleichungen keine derartig einschriinkenden Voraussetzungen 
annehmen. Wir behalten uns daher vor, gelegentlich auf die endlichen Formanderungen in der 
Theorie der Grenzbeanspruchungen zuriickzukommen. 


. 
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so folgt aus Gl. (5b), daB fiir jede Richtung y = yr gilt. Dann gilt dies auch fiir die 
oktaedrale Schiebung (siehe Abb. 1b): yp = yt, wo 


Ye 3 V(er- &)? + (é é3)® + (é5 - - &1)* (6a) 


und 


ee 
a 
oo 

Q 
ran 
“Ss 


iva 
ters = V (a 0)" (Oy 63)? 


(6b) 


ist. Fir ein idealplastisches Material gilt t) = konst. Fiir den einachsigen Zug ergibt 


sich dann mit den Spannungen o, = + 0,, o, = 6; = 0 aus Gl. (6b) 3% =o, V2 
und aus Gl. (5c) mit m= 2: y=3@. Aus y, = yt, erhalt man dann 

D = ¥/3T = Yo/0s V2 (7a) 
bzw. nach Gl. (3a) 

P= Joy 2 1B. (7b) 
Bei einachsigem Zug lauten die Hauptdehnungen ¢, = ¢,, ¢, = &; = — €,/m (m = 2), 


mit welchen sich aus Gl. (6a) yo = ¢, V » ergibt. Nach Gl. (7b) lautet dann die FlieB- 
funktion 
©” = Jo, — IE. (8) 


Ist der Korper gerade bis zur FlieBgrenze beansprucht, wo noch «,/o, = 1/E# gilt, 
so wird nach Gl. (8) die Flie8funktion ®” = 0 (68 = z/2 in Abb. la), was schon 
Nadai** erwahnt hat. Wir werden weiterhin zeigen, da sowohl der Fall &” = 0 
als auch der Ansatz Gl. (1) unter gewissen Annahmen durchaus méglich sind. 
Nach dieser kurzen, der Arbeit von Nadai?® entnommenen Darstellung von 
Spannungs-Dehnungs-Beziehungen eines elastisch-plastisch verformten Korpers, der 
aus emem idealplastischen Material besteht, werden diese Beziehungen nachfolgend 
(vom Standpunkt des Materials) allgemeiner abgeleitet. Wir bemerken zunachst 
folgendes : . 


1. Wir wollen diese Untersuchung nicht auf bildsame Metalle beschranken, 
weil diese — wie in der Hinleitung schon erwahnt wurde — im Gebiete der elastischen 
und bleibenden Formanderungen ein ganz spezielles Verhalten zeigen. Wir haben 
deshalb die Spannungs-Dehnungs-Diagramme fiir spréde Stoffe, wie z. B. Carrara- 
Marmor, beniitzt. Ein solches Diagramm fiir Zugversuche unter allseitig gleichem 
Druck o4p ist nach Boker?’ oder Ro’ und Eichinger?’ in Abb. 2 schematisch dar- 
gestellt. Die verschiedenen o (¢)-Linien entsprechen den verschiedenen allseitig 
gleichen Driicken o4p, denen die Versuchskorper zunachst ausgesetzt wurden. 


2. Als Beispiel eines unhomogen beanspruchten Kérpers haben wir die Hohl- 
kugel unter AuBendruck p gewahlt: siehe Abb. 3, wo die o,Linien verschiedenen 
Belastungen p entsprechen und hier nur schematisch gezeichnet sind. Ausfiihrlicher 
siehe beim Verfasser.28 Die Beanspruchungen in verschiedenen Punkten des Quer- 
schnittes der Hohlkugel (7, <r <7.) entsprechen den Zugbeanspruchungen unter 
allseitig gleichem Druck o4p. So ist z. B. fiir r= 711: 6, = opp = Umschlingungs- 
druckbeanspruchung, die der Zugbelastungsart entspricht. Somit kann man das 
Spannungs-Dehnungs-Diagramm in Abb. 2 auch fiir die Hohlkugel unter AuBendruck 
verwenden, wenn diese aus Marmor hergestellt ware. 


A. Nadai: Flow of Metals, a. a. O., S. 132. 
A. Nadai: Flow of Metals, a. a. O. 
R. Boker: Forsch. Gebiete Ingenieurwes. H. 175/176 (1915). 
27 M. Ros und A. Eichinger: E.M.P.A., Ber. Nr. 28 (1928). 
28 O. Torre: Die Grenzzustande statisch beanspruchter Stoffe. Schweiz. Arch. angew. Wiss. 
Techn. 15, 116, 145 (1949). 


Ingenieur-Archiv IV, 1. 


2 Nw w 
9 ~ 


w 
> 


ov 


7 


98 C. Torre: 


In der Elastizitatstheorie wird E = konst. fiir alle Belastungsarten und Spannungs- 
zustande angenommen. Damit ist stillschweigend vorausgesetzt, dali alle o (e)-Linien 
in Abb. 2 mindestens im elastischen Bereich zusammenfallen sollten, was in Abb. 3b 
veranschaulicht ist. Demnach fallen die Punkte A, B der Abb. 3a auf eine Linie 
in Abb. 3b, wahrend in Abb. 2 die A, B-Linie eine Kurve ist, die die verschiedenen 
o (e)-Linien je nach der Gréfe der Beanspruchung o, = 03 = 64, 0; = 9, schneidet. 
Nimmt nun die Belastung p zu, dann erhalt man in Abb. 3b und 2 die entsprechenden 
Linien A’, B’. 

Ein besonderes Moment ergibt sich, wenn die Spannung o, im Punkt A’ (siehe 
Abb. 2 und 5a) die Grenze opp erreicht, denn entweder bricht das Material oder es 
kommen ihm die Nachbarelemente zu Hilfe (Selbsthilfe des 
Materials). .Das von rechts nach links Aufsteigen (vom 
Punkt A aus) der Kurven AB ist ein Kriterium fir das 
Plastischwerden des Materials. Ein anderes Kriterium hat 
ReuB® aufgestellt. Die o (e)-Linien in Abb. 2, wie A’ B’ 
und bei zunehmender Belastung p 
die Linien A’ B”’, A’ B’’, werden 
weiter steigen, bis diese wahrschein- 
lich anndhernd in eine Gerade A’ B!Y” 
tibergehen. 

Die Linien A’ Bb’, A’ B” usw. in 
Abb. 2 sind die nattirlichen Gren- 
zen der unhomogenen Beanspru- 
chung fiir eine gegebene Korperform, 
eine gegebene Belastung und ein be- 


Abb 3asHohlitugel. Spans, “Abb: teccleinigsa a 


nungen im Bereich der elastischem Bereich. scher Ausdruck wird 8 pannungs- 
elastischen und_ plasti- Dehnungs-Charakteristik ge- 


schen Formanderungen. nannt. Jeder Spannungs-Dehnungs-Charakteristik entspricht 

je eine Grenzflaiche F (c3, o,,0,) = 0, die sich aus den 
Schnittpunkten der o (e)-Linien und der Spannungs-Dehnungs-Charakteristiken 
ergibt und in einem Koordinatensystem (¢3, ¢,, 6,) darstellen laBt. 

Die geradlinige Charakteristik A’ B‘” in Abb. 2 erméglicht, einfache Spannungs- 
Dehnungs-Beziehungen* aufzustellen. Wenn wir mit P = tg 8 > 0 den Plastizi- 
tatsmodul, mit m die Querzahl und mit «,, o, allgemein die unteren Grenz- 
dehnungen bzw. Grenzspannungen bezeichnen (statt speziell mit ¢pp, opp nach Abb. 2), 
so ergibt sich aus Abb. 2 


TE AG == Oa ler ea) 
woraus man die Gesamthauptdehnung bei einachsigem Zug*! erhalt: 
s= Gtk, mit K,=<«,— ss (9a, b) 
Mit den Zugspannungen o;, o; in den Hauptspannungsrichtungen 2, 3 lautet die 
Gesamtdehnung ¢, bei dreiachsigem Zug 


1 o ‘ : 
‘ ip (o, 1s | + Ky usw. (10a) 
mi 
= 1 
ae ox ky = (203 fan fo | P (on = wan), usW. (10 b) 


»? A. Reu&B: Z, angew. Math. Mechan. 10, 268 (1930). 


#° Im Sinne: Beziehungen zwischen den Belastungs- und Verzerrungsart i A 
. en; siehe Erkl 
mu den Gl. (25) bis (28). ; Asean ty ee 


*1 Im Sinne: Zugverzerrungsart bzw. Zugbelastungsart. 
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mit der Grenzflache als Nebenbedingung 
F (65, 63,°0,) = 0. (10¢) 
In Gl. (10a, b) kénnte man [wie in Gl. (2a, b)] m’ bzw. m’’ annehmen. 


Bevor wir diese Gleichungen naher besprechen, wollen wir die Komponenten der 


Gesamtverzerrungen in den a, y, z-Richtungen berechnen. Es ist hier zweckmafig, 
Gl. (10) in der Form zu schreiben: 


1 8 
€y = 27 (+1 ae oe -L Kk; usw. (lla) 
mit 


m 


m+) 1 
is == —— ee ses. } = 2 Tr (01 > wet) usw. (11b) 


$ = 0, + GO, + Gz, $y = 091 + G,5 + Og, Cy = &g1 + Ego + Ege 
und der Schubmodul 


wo 


11 
gees (11c) 
~ 2m +1) 
ist. Berticksichtigen wir die Beziehungen (siehe Trefftz*?) 
3 3 
Cz =), 6; cos? (h, 2), Tay =.» 6, Cos (h, x) cos (h, y), usw. 
h=1 h=1 
; br 
Eg =>, E, cos? (h, 2), Vay = 22/ &, cos (h, x) cos (h, y), usw. 
h=1 h=1 
und | 
3 3 
> cos? (h, x) = 1, >’ cos (h, x) cos (h, y) = 0, usw. 
h=1 het 


dann ergeben sich aus Gl. (11) und (12) die TOR wh ho 


1 
f= oP (>. sclera on + K,, usw. (13a) 
mit 
_ m+) €g ae Ln wet} 
ee — a Ce m ae 7 ONG loys ae ] ? usw. (13b) 
Yor = FP + Eoy usw. (14a) 
mit 
: m+) 1G; 
ira ca Hi ~Vouy eas usw. (14b) 


Hier mu wieder die man net F ie .Tzy++-) = 0 als Nebenbedingung beachtet 
werden, da sie die aus Gl. (13), (14) Pherechnaten Spannungen zwingt, auf der 
Charakteristik (hier: 4 BY. Abb. 2) zu liegen. 


Wenn wir annehmen, daf bei der Entlastung der Riickgang der Verzerrungen 
und Spannungen des elastischen Anteiles nach der Linie A’ B/” in Abb. 2 verlauft 
und in den Punkt R gelangen wird, so ist in Gl. (9a) ¢,’ = o,/P der elastische und 
in Gl. (9b) e,/’ = K, der plastische Anteil der Verzerrungen, da OR = K, in Abb. 2 
eine Dehnung ist, es nicht mehr riickgingig gemacht werden kann. Ahnlich lauten 
die elastischen und plastischen Anteile der Verzerrungen fiir den raumlichen Spannungs- 
zustand nach Gl. (13), (14): 


Eg = (6% s/m + 1)/2 1 Eg =A; Voy = Tx yf L’, You = Key: 


32 BE. Trefftz: Mathematische Elastizitatstheorie, in Handbuch der Physik, Bd. VI, 8. 61. 
Berlin: Verlag J. Springer. 1928. — 
7* 
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Gl. (13), (14) unterscheiden sich von Gl. (5) dadurch, da® in Gl. (13), (14) die 
unteren Grenzdehnungen bzw. Grenzspannungen auftreten, aus welchen der 
bleibende Anteil der Verzerrungen zusammengesetzt ist. Um die Flie®funktion 
©” = cotg B abzuleiten, haben wir ¢’ und ¢’ in Abb. 1a in umgekehrter Reihenfolge 
als in Abb. 2 angenommen. Das ist nur bei einem idealplastischen Material rein 
formal erlaubt, bei dem sich nach der Entlastung immer gleiche «’ ergeben. Ein 
Material mit Verfestigung (Abb. 2) liefert mit zunehmender Beanspruchung immer 
gréBere elastische Anteile «’ der Dehnung. Deshalb méchten wir vorschlagen, fiir 
ein Material mit Verfestigung als Ausgangsgleichungen die Spannungs-Dehnungs- 
Beziehungen Gl. (10), (11) zu bentitzen. Ahnliche Bezichungen hat auch Drucker 
aufgestellt. Man kann dann leicht aus Gl. (10) die Gl. (4) von Nadai ableiten: 
Setzen wir: 


= Ego + & = 
= g2 93 we ~ i 
oe (er | 0, = 01, — O,,, USW. 


in Gl. (10) ein, dann erhalt man Gl. (4) von Nadai 


Ey =e (2, - a ), usw. 
Aus dieser Ableitung sieht man, daB Gl. (4) in Ubereinstimmung mit Nadai auch 
fiir ein Material mit Verfestigung gelten. Sie gelten noch fiir einen unhomogen 
beanspruchten Korper unter der Voraussetzung einer linearen o (¢)-Charakteristik 
nach Abb. 2. Der elastische Anteil der Verzerrungen ¢’, y’ sollte nun (auf Grund 
unserer obigen Annahme) bei der Entlastung nicht mehr dem Elastizitatsgesetz mit 
dem Modul #, sondern dem Gesetz der natiirlichen Grenze der Beanspruchung, bei 
welchem im Sonderfall die Verzerrungen von den Spannungen linear mit dem Plastizi- 
tatsmodul P abhangen, folgen. Die elastische, aufgespeicherte Energie** ergibt sich 
nach Abb. 2 aus dem Flacheninhalt des Dreieckes RQ B!” zu: 


A =o, ¢,J2 = 62/2 P. 


Aus Abb. 2 und Gl. (13), (14) ist ersichtlich, daB8 der Ansatz Gl. (1) im Falle einer 
geradlinigen Charakteristik A’ B!’, das heiBt zunachst bei emem hochplastisch 
(auch vollplastisch mit P > 0) verformten Korper, zulassig ist. Denn die anderen 
A, B-Linien in Abb. 2 entsprechen einem Kéorper, bei welchem der plastische Bereich 
noch nicht so weit fortgeschritten ist, wie im Falle der Geraden A’ B!’. Diese o (e)- 
Charakteristik gilt auch fiir sehr kleme plastische Formanderungen, wenn sie sehr 
steil und nahe der o-Achse verlauft. Ihre Lage im o (¢)-Diagramm wird also je nach 
der GréBe der bleibenden Formanderungen angenommen. Weiterhin erhalt hier auch 
der Fall ®” = 1/P = 0 (bzw. P = oo) eine Erklarung: Da die Gerade A’ B!” jetzt 
zur e-Achse senkrecht steht, wird der Kérper dementsprechend iiberall mit den 
gleichen Dehnungen e* gedehnt. Der Fall P <0 kénnte beniitzt werden, um die 
Spannungen bei einem nur teilweise plastisch verformten Korper zu berechnen. 

Wir erwahnen noch, daB man die Arbeit von Hencky,*®® Gl. (13), mit einem 
Rotationsparaboloid als Grenzflache leicht erginzen kann, (siehe Abschnitt III). Seine 
Gleichung in den Spannungskomponenten ausgedriickt, lautet (dividiert durch 12 4G): 


Hf == (62.0) Sh (C—O, ) PG Oe Ora. tee eee 


i 2i(Ci lijegitay Oy 0) 2¢ Gz? | 


1 
WE: Ce) 


Differenzieren wir Gl. (15) nach o, usw. und setzen wir diese Ausdriicke in Gl. (11) 
3 D.C. Drucker. Americ. Soc. of Mech. Engineers. Paper No. 48-A-81. 
34 F. Vitovec: Maschinenbau und Warmewirtschaft 8, 179 (1948). 
35 H. Hencky: Z. angew. Math. Mechan. 4, 323 (1924). 
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von Hencky* ein, so ergeben sich die Gesamtverzerrungskomponenten in verall- 
gemeinerter Form zu 


ou ee ine ge + 3/(m + 1) 2 1= QP 


On 2G Ce 1+ 9 Om FT ay l+@ 


(16) 


oy 

wo ¢ die FleBfunktion ist, o,, = (o, +0, +4,)/3. Mit ¢ = 1 geht Gl. (16) in die von 
Hencky berechneten Gleichungen iiber. 

Betrachten wir weiter nur die unendlich kleinen Verschiebungen (die 

Charakteristik A’ B/” in Abb. 2 miiBte jetzt sehr steil und nahe der o-Achse verlaufen), 
dann lauten die Bewegungsgleichungen: 


: e 
Vt= ele — 8). (17) 
In Gl. (17) ist ie = 10/dx + j d/dy + f£ d/éz, i,j, £ = Hinsvektoren in 2, y, z-Richtun- 
gen; |=tto,+...+ift,, die Spannungsdyade; der Punkt ,,.‘‘ bedeutet das 


ilk Produkt; 1 =iu-+jv +fw ist der Verschiebungsvektor mit den Koordi- 
naten u,v,w; Wt =—iX + ;Y +£Z ist die Massenkraft mit den Koordinaten X, Y, 
Z; o ist die Dichte (Masse pro Volumeinheit); t ist die Zeit. Die Ausdriicke fiir die 
unendlich kleinen Verschiebungen lauten: 
ou ow ov 
Eq = go> USW. Aas ay. + an USW- (18) 


Aus Gl. (13), (14) berechnen wir noch die Spannungskomponenten 


Ce 2 P(e, -- —* x) + S,. dit S$, = 6,,, = ate 2. ee SW, (19a, b) 


m 


Tee ON ee ly ne D5 Ge Le ere usw. (20a, b) 


mm 
Beachten wir nun, daB bei den Schwingungen mit sehr kleinen Amplituden nur der 
elastische Anteil der Verzerrungen in Gl. (19), (20) kleine Anderungen erfahrt, dann 
kénnen die GréBen S,, T,, usw. beim Differenzieren konstant angenommen werden. 
Fiithren wir Gl. (19), (20) in Gl. (17) ein, dann ergibt sich die Differentialgleichung 
fiir die Verschiebungen (mit J’ = ore 


Pfau i ee u)) = @ (a a3 mn). (21) 


Zu den Gl. (21) treten noch a mer ey fiir die Verschiebungen und die 
Grenzbedingung 


ou ov ow , ? 
le eee ee) 


als Nebenbedingung hinzu. Wir haben hier vier Gleichungen mit vier Unbekannten w, 
v, w, I’. Aus GI. (21) sieht man, daB fir P = tg B = I’= co keine Schwingungen 
méglich sind. N&heres iiber Gl. (21) siehe beim Verfasser.”* 

Ist J’) = I (a, y, z) eine Ortsfunktion, dann ergibt sich aus Gl. (17), (19) und (20) 
Mit oe == KODSt. 


Vr & +P [dupa “s7ty-w| =o (sr — 8), (21b) 


wo B=tie,/ +...+ify,, die Verzerrungsdyade ist und nach Gl. (19) und (20) 

lauten die Verzerrungen: 

; 2 Ow ; it mm - 1 
( aia om 2 m 


ee ab usw. 
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: Vas ae - a5 a ae 2 Yo a2, USW. 

Gl. (21b) stimmt fiir m = 2 mit den Gleichungen von R. v. Mises®® iiberein. 
In Gl. (11) bzw. (13), (14) ist: 1. Linearitat zwischen o und e, 2. Koaxialitat zwischen 
o und e, 3. Linearitat der Querwirkung (m), 4. Superpositionsgesetz (-+) vorausgesetzt. 
Diese Gleichungen enthalten noch 5. die Ahnlichkeit zwischen den Spannungs- 
und Dehnungskreisen im Koordinatensystem (o,7) bzw. im Koordinatensystem 
(e, y/2). Um den Punkt 5 zu beweisen, miissen Gl. (11) in ihren plastischen Anteilen 
K, usw. eine Vereinfachung erfahren. Wir rechnen jetzt mit einer »hydrostatischen 
Vorspannung: . o, = 6,1 = 0; = G3 
&, == 6), = 6,5 = 3; aus GIST b)rer 
gibt sich dann K = K, = K, = Kj: 
K=™>7(,—<8). (22) 
Aus Gl. (11) und (22) bzw. (4) folgt 
dann eine aus der Elastizitatstheorie 
schon bekannte Beziehung (St. Venant) 


1 
or (og — G3); 


C9 ues aa 
1 
€) — & = =p (01 — 45) 
2 2 
oder 
a agere &3 cat G2 ——= Og bzw V1 es Ty 
€, — & Ost Og V2 Te 


(23a, b) 
Bezeichnen wir die Verhaltnisse in 
Gl. (23a) mit 

Eo. — 6 On 6 
ts — as oe %o= ae ee (24a, b) 
so besagt Gl. (23), daB r, = 7, sein mub. 
In Gl. (23) ist die Aussage des Punk- 
3 TA tes 5 mathematisch wiedergegeben. Die 
“ig rd, Drs folgende Beschreibung der Versuche 
Abb. 4. Zur Belastungs- (r,) und Verzerrungsart (r,). wird zeigen, wieweit die erwahnten 
fiinf Annahmen berechtigt sind. 

Die in Abb. 4a bis 4e dargestellten Versuche sind mit einigen bis zur Flie8grenze 
beanspruchten Metallen durchgefiihrt. Die in Abb. 4e gezeichnete Kurve nach den 
Versuchen von Lode (siehe Davis*’ oder Nadai**) und Davis*® zeigt gewisse Ab- 
weichung von der Geraden r, = 7, und stimmt nur fiir Zug-, Torsions- und Druck- 
beanspruchung mit dieser tiberein. Die Versuche von Taylor und Quinney mit 
weichem Stahl (nach Davis? Abb. 5) stimmen nur in den Punkten fiir Zug und 
Torsion tiberein, da sie im Gebiet 1/2 <r < + 1 (siehe Abb. 4e) keine Versuche durch- 
gefiihrt haben. — Aus Gl. (24a), (24b) folgt: 

1. Fir o, = 63 (¢, = €3) ist r= 0; fiir o, = 0, = 0 ergibt sich die einachsige 
Zug beanspruchung o, = + o, (siehe Abb. 5). 

2. Fir o, = oj (€2 = &) ist r= + 1; fiir o, = o, = 0 ergibt sich die einachsige 
Druck beanspruchung o, = — op. 


36 R. v. Mises: Nachr. Ges. Wiss. Gottingen H. 4, 582 (1913). 

37 EK. A. Davis: J. appl. Mechan. A-187 (1943), Abb. 4. 

38 A. Nadai: Flow of Metals, a.a.O., S. 148, Abb. 49. 

39 E. A. Davis: J. appl. Mechan. A-187 (1943), Abb. 11. 

R.W. Bailey: J. Instn. mechan. Engr. 131, 131 (1935); Engineering 140, 595, 647 (1935). 
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3. Fur o, = (6, + o3)/2 [e, = (e, + €3)/2] ist r=q—=1/2; fir o, = 0 folet 
0, = —o,;= Ty die einfache Torsion.’ In Abb. 4b und 4d stellen die beiden 
Spannungskreise eine einzige Belastungsart, nimlich die Torsion, dar, obwohl in 
Abb. 4b oz + 0 und in Abb. 4d o, = 0 ist. Dies ergibt sich aus der Beanspruchung 
der Versuchskérper (diinne Rohre) nach den Abb. 4a und 4c. 


Abb. 5. Spannungskreise der Zug-Belastungsart (r = 0). 


Man mu8 demnach beachten, dafs die verschiedenen Spannungszustinde, die 
sich aus den Beanspruchungen 


: il = 
fue 36,—¢,=0, “Druck: o5=—46,=0, Torsion: o, = 9 (%1 +43)20 (25a, b,c) 


ergeben, zu je einer Zahl r = 0, 1, 1/2 in Gl. (24) fiihren. Das sind drei Belastungs- 
arten, die nach ihren einfachsten Fallen genannt werden. Der Fall o, = o, <0 
entsteht dann, wenn ein Kérper zunachst dem allseitig gleichen Druck o4p ausgesetzt 
und dann einachsig auf Zug beansprucht wird. Der Fall o, = o; > 0, wenn der 
Korper zunachst dem allseitig gleichen Zug o4, 
ausgesetzt und dann einachsig auf Zug beansprucht (0; ~0;)(0;-0;):[0;-0;)=G:A:B 
wird. Dies ist in Abb. 5 im Koordinatensystem i: ay eS a 
(o, t) dargestellt. Ahnliche Uberlegungen lassen 
sich nicht nur noch fiir Torsions- und Druckbean- 
spruchung durchfiihren, sondern auch dann, wenn 
die mittlere Hauptnormalspannung o, eine beliebige e 
Lage zwischen den Spannungen o, und o; annimmt. 
Man sieht also, daB die Belastungsarten durch 
die Lage de. mittleren Hauptnormalspannung o, 
charakterisiert werden. Leon*! hat dies mit der App. 6. Zur Ableitung der Belastungs- 
Definition festgelegt: Die Art des Spannungs- charakteristik. 
zustandes ist durch das Verhaltnis der drei Haupt- 
normalspannungen gekennzeichnet. Bei Ro’ und Eichinger® findet man auch 
eine der mathematischen Formulierung naheliegende Definition. Den mathematischen 
Ausdruck fiir die Belastungsart erhalt man wie folgt: In Abb. 6 sind die Teile A, 
B, C so angenommen, da8 (a, — 62): (0, — 03): (6, — 63) = C: A: B oder 


eA Teile-e-— 6 Teile —+ 
+ B=A+G Toile ——+ 


Coen Ogup Oise Oss emer = Og Ny. 
se A OSB (26a, b) 


oder mit r = A/B,q = 1 —r = C;Berhalt man aus Gl. (26a), (26b) die Belastungs- 
charakteristik, den mathematischen Ausdruck fiir die Belastungsart 


Cpa Ore Os, fg = 1: (27a, b) 
Analog ergibt sich die Verzerrungscharakteristik 
és =o 4 9 tan OP (28a, b) 


Gl. (27) und (28) sind mit Gl. (24a), (24b) identisch. 


a Merkblatt 909, 1933, Technische Hochschule Graz. 
42 M. Ros und Eichinger: E.M.P.A. Ber. Nr. 87 (1934); siehe auch Ber. Nr. 172 (1949). 
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Gl. (27) hat weiter eine wichtige geometrische Bedeutung. Nehmen wir im 
Koordinatensystem (¢3, 62, ,) eine Ebene, die den Ursprung enthalt, 


Ao,+ Bo,+Co,=90 (29a) 
und in der die Gerade o, = o, = o; liegt, also 
ALBLC=0, (29b) 


dann ergibt sich aus Gl. (29a), (29b) die Belastungscharakteristik Gl. (27). Dieser 
geometrische Begriff der Belastungsart wird nachfolgend auf die Theorie der Grenz- 
flachen angewendet. 


III. Die Grenzflachen und die Gleitwinkel. 


Fiir ein und dasselbe Material ergibt sich im Koordinatensystem (03, 62, 6,) je 
eine Grenzflache (siehe Abb. 7) 


FE (0x, 6, 0;) =), tee (30) 


fiir je eine Grenze ,,i'‘ der Beanspruchung (= die Linien A, B in Abb. 2). Geo- 
metrisch stellen die Grenzen der Beanspruchung die Linien im Koordinatensystem 
(c, o) dar, so daf sich je einer Linie entsprechend je eine Grenzflache, also eine 
Grenzflachenschar, ergibt. 

Kinige Eigenschaften der Grenzflachen sind: 1. Die Grenzflache schneidet ihre 
Hauptachse o, = o, = a, a)_fiir feste Stoffe im Gebiet o, = o, = o, > 0 nur einmal 
im Punkt o,,, b) oder tiberhaupt nicht, wenn es sich um Grenzbeanspruchungen 
handelt, wie die FlieBgrenze bei Metallen, die den allseitig gleichen Zug o47 aus- 
schlieBen, c) fiir kohasionslose Stoffe im Punkt 04) (=o, = o, = 0, <0). d) Den 


Nullpunkt o, =o, =o,;=0 kann die Grenzflache nicht enthalten. — 2. Sie ist 
(nach auBen) konvex. — 3. Im Gebiet o, = o, =o; <0 nahert sie sich einem 
Zylinder asymptotisch. — 4. Es wird Zug mit ,,+°*, Druck mit ,,—‘‘ bezeichnet und 


0, > 0, >o3 angenommen; héchstens o, = o, oder o, = 63; 6, = 06, kommt nur 
einmal vor, siehe Punkt 1. 

Sehr vorteilhaft ist es, die Grenzflache Gl. (30) im Koordinatensystem (2, y, 2) 
zu transformieren, wo die z-Achse mit der Hauptachse o, = o, = o3 der Grenzflache 
zusammenfallt. x und y kénnen so gewahlt werden, daB sie mit den Hauptachsen 
der Querschnittskurve zusammenfallen. Nachfolgend sind diese auch so gewahlt, 
daf& x von der mittleren Hauptnormalspannung o, unabhangig ist. Wir bezeichnen 
wie tiblich mit 


ib 1 
Dia ce (0, + 02 + Gs), 4 ae (o, — 63) usw. (31) 


wo o,, die mittlere Spannung und 1, usw. die Hauptschubspannungen sind. Die 
Transformationsgleichungen lauten dann*? 

Pat 9 ae S - ne 

e=—-%)/2, y= rad =i) 20S (32) 
Wegen o, =o; ist immer 7 <0. Aus Gl. "i 7) und (32) ergibt sich 

ee r+q=1. (33) 
Gl. (33) stellt ein Biischel von geradlinigen Spuren der zur (a, y)-Ebene senkrechten 
Ebenen dar. Aus Gl. (33) ergeben sich leicht die Giiltigkeitsgrenzen der Grenzflache. 
Denn nach Abb. 6 bzw. nach Punkt 4 kann die Spannung o, héchstens = o, bzw. 
=o, werden. Dann ist r= 0 oder r = 1. Aus Gl. (33) erhalt man damit zwei Ce- 
raden: y = + a//3, die die Giiltigkeitsgrenzen in Abb. 8 angeben. Zum gleichen 
48 ©. Torre: Osterr. Ingenieur-Arch. 1, 328 (1946/47). 
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Ergebnis sind wir schon auf anderem Weg**: #4 gekommen, und zwar aus den Vor- 
aussetzungen im Punkt 4: o, > 0, > 03, 6, S04, 0, = G3,,0, > 03. Noch eine Be- 
stimmung dieser Giiltigkeitsgrenzen ergibt sich aus folgender algebraischen Uberlegung: 
es gibt eine Anzahl von 3! = 6 Permutationen aller Spannungen der Reihenfolge 
0; > 02 > 63, wie z. B. o, > o, > 63 usw. Damit wird der Raum (03, 02, 0;) In sechs 
Teile geteilt, was z. B. in Abb. 8 mit 6 x 60° = 360° angegeben ist. 

Wir setzen voraus, daB die Grenzflache in diesem Gebiet stetig, endlich und 
eindeutig ist und mindestens zweimal stetig differenzierbar. Nur die Forderung 
nach Endlichkeit unterliegt Einschrankungen, da die Grenzflache fiir z <0 unendlich 
ausgedehnt ist. 


Man kann mit einer ganzen rationalen Funktion 
n 


y Sosa =o 
wa Ui GQ X' y? pes 0, 
i, 9,h 


it gd ee ae (34) 


Y (0,=0,-Lbene) 


Abb. 8. Grenzflache im Koordinatensystem 
Abb. 7. Die Grenzflachenschar eines Materials. ihrer Hauptachsen. 


jede beliebige Form der Grenzflaiche beschreiben. Gl. (34) ist eine algebraische 
Gleichung mit drei Veranderlichen vom i + 7 + k-Grad. Aus dieser Gleichung und 
mit Gl. (19), (20) kénnte man den Schubmodul J” berechnen. 

Nach einer noch nicht veréffentlichten Arbeit von J. Majer (Wien), scheint die 
Darstellung der Grenzflache auch im zylindrischen KS (0, p,z) nach Abb. 8 fir 
praktische Berechnungen geeignet zu sein. Nach Gl. (6b) ist 9 = t))/3. ¢ ist ein ver- 
anderlicher Winkel nach Abb. 8, der aus Gl. (33) berechnet wird: tg y = (q—r)/V ot 
Nach Gl. (32) ist z = o, //3. Dann folgt aus Gl. (34) 

v" 4 Se a ee ee ‘ - Gy de eid Eiger eee : 
eee eae) “ee 

Wollen wir mit einer einschaligen Grenzflache rechnen, die fiir die Hauptachse 
die z-Achse hat und die fiir jeden Schnitt z = konst. eine geschlossene Kurve liefert 
und die sich auBerdem fiir z > — co einem Zylinder asymptotisch nahert, so kann 
man aus Gl. (27) z. B. die folzende Gleichung der Grenzflache wahlen: 


20 20 2n 2n 
= TR = V7 oh VI ae W Se | 
G+2(a,+ Da, z+ Dd) a; 7) + Da, e+ Da; y= 35 
i=2 j=2 i=20+2 j=2v4+2 (35) 
coe AO aan, is De caw = 


44 ©. Torre: Die Grenzzustinde statisch beanspruchter Stoffe. Schweiz. Arch. angew. 
Wiss. Techn. 15, 116, 145 (1949). 
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Die Koeffizienten a;; kann man mittels der Versuchswerte, und zwar mit Hilfe der 
Ausgleichsrechnung ermitteln. 

Wir nehmen als Beispiel nur das einfache Rotationsparaboloid, das fiir eine 
qualitative Beurteilung der Grenzbeanspruchungen geeignet ist, obwohl es sich einem 
Zylinder asymptotisch nicht nahert. Seine Gleichung ergibt sich als Sonderfall aus 
Gl. (34): 


e+e +az= b. (36) 
Aus Gl. (36), (31) und (27) ergibt sich die Grenzkurve o, = 9, (63; 7): 
(o, — 0,2 (1 —rq) + (e — 1) oz [o, (1 +7) + 6, (1 + @)] = ¢ ??. (37) 


Abb. 9a. Grenzspannungszustande in Mohrscher Darstellung. Abb. 9b. Erkl. zur Abb. 9a. 


Hier ist ¢ = op/oz; die Konstanten a und 6 sind aus einachsigem Lug(6, = 63. — 9, 
o, = + 6,) und Druck (c, = o, = 0, 0; = — op) berechnet. Ein qualitatives Ergebnis 
aus Gl. (37) ist die allseitig gleiche Zugbeanspruchung o,y,, die fiir z. B. ¢ = 2: 


Abb. 10a. Torsion bildsamer Stoffe. Abb. 10b. Torsion spréder Stoffe. 


O4z = 26,/3 =rund 67% von oz. Die Spannung oy, bei spréden Stoffen, deren 
Grenzflache um Punkt o, = + o;, o, = o3 = 0 das Maximum hat, ist kleiner als die 
einachsige Zugspannung oz. 

Die Spannungen o, usw. bzw. die Spannungskomponenten o,, Tz, usw. sind hier 
immer auf den jeweiligen Querschnitt bezogen. 

Aus Gl. (37) folgt, daB sich mit Anderung des Parameters r (0 <r < + 1) eine 
Schar von Grenzkurven o, = o, (63; 7) ergibt. Wir untersuchen hier nur zwei solche 
Kurven, die fiir die Druck- (r = 1) bzw. Zugbeanspruchung (7 = 0). Sie sind in 
Abb. 11 im Koordinatensystem (¢3,0,) gezeichnet. Die Benennungen der Achsen 


4° W. Kuntze: Stahlbau 10, 177 (1937). 
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Abb. 9a) und der Spannung o,. Es wird gezeigt, daf{ man auch aus einer Grenz- 
flache Gl. (30) den Gleitwinkel berechnen’ kann. Es ist wichtig hervorzuheben, daf: 

1. Der spitze Gleitwinkel 2 y wird immer von der Hauptnormalspannung o; halbiert ; 
Abb. 9a, 9b. 

2. Die GréBe des Gleitwinkels 2 hangt nicht nur vom Material, sondern bei 
einem und demselben Material noch von der Gréfe der hydrostatischen Belastung o4 
ab (Abb. 9a). Die Beispiele zu diesem Punkt 2 sind in Abb. 10a und 10b fir die 
Torsionsbeanspruchung gezeichnet: Abb. 10a stellt die Torsionsbeanspruchung_ bei 
Metallen dar, bei welchen sowohl die Versuchsergebnisse als auch die Berechnung 
nach der Hiillkurve den Winkel 2 g = 90° liefern. Abb. 10b stellt die Torsion bei 
spréden Stoffen dar, bei welchen die Gleitwinkel nach den Versuchen und der Be- 


Abb. 11. Projektion der Meridianschnitte des Rota- Abb. 12. Transformation der Kurven aus 
tionsparaboloides in der (3, o,)-Ebene. Abb. 11 in KS (o, 7). 


rechnung 2 yg = 0° betragen. An Hand des Beispieles in Abb. 10b kann man noch 
erwahnen, daf die Theorie von Mohr* friher nur fiir eine Schubspannungstheorie 
gehalten wurde. Leon‘*’ hat bewiesen, da sie auch den Trennbruch enthilt. 


Der Verfasser*® hat schon die Gleichung abgeleitet, welche die Beziehung 
zwischen dem Gleitwinkel und der Tangentenneigung bei der Grenzkurve o, = 9, (63) 
wiedergibt. Sie lautet: 

$2.0 oa Vous G6, = do;/dos. (38) 

Wir untersuchen nachfolgend, ob der nach Gl. (38) (das hei®Bt nach der Hiillkurve) 
berechnete Winkel wirklich der Gleitwinkel ist. Um diese Frage zu beantworten, 
haben wir in Abb. 12 fiir Zug (Z) und Druck (D) je drei Kurven gezeichnet: die Hiill- 
kurve ty (c) aller Grenzspannungskreise, die Grenzkurve 1, (¢,,), die alle Scheitel 
der Grenzspannungskreise verbindet, und die wahre Grenzkurve 1, (c), die in Abb. 12 
nur naherungsweise aufgetragen ist, weil sie nur aus den tiber die Grenzspannungs- 
kreise (co, —o3) aufgetragenen gemessenen Gleitwinkel gewonnen werden kann. 
Alles, was wir tiber die wahre Grenzkurve 1,, (c) allgemein wissen, ist, da sie durch 
den mit der Kurve 1, (¢,,) gemeinsamen Punkt A — oy, hindurchgeht und fiir un- 
endlich groBen Druck o4p mit tg (c) und 7, (c,,) zusammenfallt, und auBerdem vom 


46 QO. Mohr: Z. Ver. dtsch. Ing. 44, 1524 (1900); Abhandlungen, 3. Aufl., 5.192. Ernst & 


Sohn. 1928. 
47 A. Leon: Ingenieur-Arch. 4,.421 (1933); Beton u. Eisen 34, 130 (1935). 


48 ©. Torre: Osterr. Ingenieur-Arch. 1, 36 (1946/47). 
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Punkt 4 an zwischen diesen zwei Kurven liegt. Bei Metallen fallen diese zwel Kurven 
stiindig zusammen (Abb. 10a), woraus sich die Ubereinstimmung der gemessenen 
und berechneten Gleitwinkel ergibt. 

Aus Abb. 12 sieht man, daB bei sproden Stoffen die Gleitwinkel allgemein im 
negativen o-Bereich besser als im positiven tibereinstimmen. AuBerdem stimmen 
die Gleitwinkel nach den Druckversuchen besser als diese nach den Zugversuchen 
mit den berechneten tiberein. Das la®t sich geometrisch erklaren, denn die Ebene 
oy = 0, der Druckbeanspruchung ist zur Ebene (03, o,) starker geneigt als die Ebene 
oO, = 03 der Zugbeanspruchung. Dadurch sind die Ordinaten der Punkte A, BSC. in 
Abb. 11 bzw. die Abstande AB, AC in Abb. 12 verschieden. Die kleinere Strecke 4 B 
in Abb. 12 tragt zur besseren Ubereinstimmung der Gleitwinkel bei Druckversuchen 
bei, wahrend die gréBere Strecke AC die Ursache der schlechteren Ubereinstimmung 


der Gleitwinkel bei Zugbeanspruchung ist. 
(Hingegangen am 28. Januar 1949.) 


Buchbesprechungen. 


Grundziige der angewandten Geoelektrik. Von V. Fritsch. Mit 408 Textabb., VII, 4128. Wien: 
Manzsche Verlags- und Universitaétsbuchhandlung. 1949. 8 135.—, geb. S 145.—. 


Unter den geophysikalischen AufschluBverfahren gewinnen die elektrischen Methoden eine 
immer groBere Bedeutung. Gerade in Osterreich, das iiber gro®e, zum Teil sicher noch un- 
erschlossene Bodenschitze verfiigt, muB jede Darstellung, welche die Kenntnis dieser Verfahren 
weiteren Kreisen zuginglich macht, einer interessierten Aufnahme sicher sein. Dipl.-Ing. Dr. Volker 
Fritsch, Honorardozent fiir Geoelektrik an der Technischen Hochschule in Wien, der seit Jahren 
auf diesem Gebiete mit Erfolg arbeitet, gibt in seinem Buche ,,Grundziige der angewandten Geo- 
elektrik’‘ eine ausfiihrliche Darstellung dieser neuen, wirtschaftlich so wichtigen technischen 
Wissenschaft. Die angewandte Geoelektrik erforscht die elektrischen Eigenschaften des Unter- 
grundes und versucht daraus die wirtschaftlich bedeutsamen geologischen Eigenschaften des- 
selben zu erschlieBen. Es ist klar, daS dieses Verfahren nicht eindeutig sein kann, da verschiedene 
geologische Kérper gleiche elektrische Eigenschaften haben kénnen. Zur Gewinnung eindeutiger 
Erkenntnisse miissen daher stets — worauf Fritsch wiederholt hinweist — auch die Erfahrungen 
der geologischen Wissenschaften in vollem Mae herangezogen werden. So ist die Geoelektrik 
eine typische Grenzwissenschaft, an welcher der Physiker, Geophysiker, der Elektrotechniker 
und vor allem auch der Geologe ihren Anteil haben. Daraus ergibt sich die Schwierigkeit der 
Darstellung dieses Sachgebietes, die allen diesen Fachvertretern gerecht werden soll. Dies mu8 
man beachten, wenn man als besonderer Vertreter eines dieser Wissensgebiete die Gesamtleistung 
dieses Werkes beurteilt. Wer als Physiker eine in sich geschlossene, systematische Theorie er- 
wartet, wird nicht auf seine Kosten kommen. Die im theoretischen Teil manchmal allzu unbe- 
fangene Verwendung elektrischer Ersatzschemen fiir geologische Leiter zeigen, da& Fritsch 
als Elektrotechniker stets mehr die Vorgiinge in linearen Leitern als dreidimensionale elektrische 
Stromungsprobleme vor Augen hat. Manche Darstellung im theoretischen Teil, z. B. die der 
Drehfeldellipse, scheint vom padagogischen Standpunkt nicht immer vdéllig gegliickt. Dafir 
aber entschadigen die zahlreichen Zeichnungen, Schaltbilder und Diagramme fiir manche aus- 
fiihrlichere theoretische Erlauterung und férdern so durch ihre Anschaulichkeit die Lesbarkeit 
des Werkes. Im ganzen hat man den Eindruck, daf% das Buch von Fritsch das Buch eines 
Praktikers ist, das in erster Linie fiir den Praktiker geschrieben ist. Es behandelt zuniichst die 
allgemeinen Eigenschaften der geologischen Leiter, bespricht hierauf die geoelektrischen MeB- 
methoden, also Gleichstrom-, Wechselstrom- und Hochfrequenzverfahren. Die letzte, auch 
..Funkmutung’ genannte Methode findet eine relativ ausfiihrliche Darstellung. Die sich all- 
miéhlich anbahnenden Erfolge dieses Verfahrens, tiber welches Fritsch bereits 1939 fir die 
Sammlung Vieweg™ eine Monographie verfaft hat und fir das er sich seit langem einsetzt, 
scheinen seinem Optimismus recht zu geben. Ein eigener Abschnitt befaBt sich mit der praktischen 
Messung im Gelaénde und ihrer Auswertung, angefangen von der Planung und Durechfithrung 
bis zu den Kosten. Das nachste Kapitel behandelt die physikalischen Voraussetzungen fiir die 
Auswertung von Widerstandsmessungen. Die letzten 70 Seiten des Textes berichten im Zusammen- 
hang tiber die vielfaltigen Anwendungen der Geoelektrik, wie Nachweis von tektonischen Stérungen 
und Grenzflachen,. von Wasservorkommen, Schwimmsand und kleinen Hohlraumen, von An- 
wendungen in der Baugrundforschung, bei Gletscheruntersuchungen, bei Untersuchungen. von 
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Erzlagern, Kohlevorkommen und Kalilagerstitten, bei der Erdélsuche, bei hydrographischen 
Untersuchungen im Bergbau und bei Anwendungen in der Blitzforschung. Ein ungewohnlich 
umfangreiches Literaturverzeichnis von 50 Seiten beschlieBt das Buch. (Es ware nur zu wiinschen, 
da8 bei Erwahnung von Autornamen im Text auch auf die beziiglichen Arbeiten im Literatur- 
verzeichnis verwiesen wirde.) So wird das Buch, das so vieles bringt, manchem etwas bringen. 
Da es auSerdem das Werk eines Autors ist, der selbst mittatig an der Entwicklung beteiligt ist 
und so vielfach Erfahrungen unmittelbar aus erster Hand dem Leser vermitteln kann, wird man 
es als wertvolle Neuerscheinung begriiSen. W. Glaser, Wien 


Praktische Festigkeitslehre. Eine Aufgabensammlung. Von K. Jager. Mit 154 Textabb., VIII, 
2205. Wien: Manzsche Verlags- und Universitatsbuchhandlung. 1949. § 38.—, geb. 8 45.—. 


Das Buch enthalt 180 Aufgaben, die in 12 Kapiteln sachgema8 geordnet sind. Es werden 
nur die Probleme der elementaren Festigkeitslehre behandelt, von denen die Aufgaben der Knickung 
von Rahmen, Fachwerken und Staben mit verinderlichem Querschnitt, der Biegung von Stabl- 
und Stahlbetonbalken in elastisch-idealplastischem Gebiet, der Schwei®- und Leimverbindungen 
erwahnt seien. Zur Lésung der Probleme werden, auGer Differentialgleichungen und der Energie- 
gleichung, noch die Fourierschen Reihen herangezogen, was als Vorbereitung fiir das Studium der 
Elastizitatstheorie bemerkenswert ist. 

Die Berechnung der Anstrengung bzw. der Vergleichsspannung werden fiir spréde Stoffe nach 
der Leonschen Hiillparabel durchgefiihrt. Hiermit hat diese Grenzbedingung nun Eingang auch 
in ein Lehrbuch gefunden, nachdem sie vom gleichen Verfasser bereits in seinem Buch ,,Festigkeits- 
nachweis im Stahlbetonbau” mit Erfolg angewendet wurde. 

Die gut getroffene Auswahl der Aufgaben und ihre moderne Verarbeitung macht das Buch 
sowohl] den Studierenden als auch den in der Praxis titigen Ingenieuren empfehlenswert. Wenn 
der Verfasser in der zweiten Auflage vor jedem Kapitel die theoretischen Grundlagen hinzufiigen 
wiirde, so kénnte aus dieser Aufgabensammlung ein gutes und originelles Lehrbuch werden. 


CO. Torre, Wien. 


An Introduction to the Laplace Transformation. With Engineering Applications. Von J. C. Jaeger. ° 
(Methuen’s Monographs on Physical Subjects. Herausgegeben von B.D. Worsnop.) Mit 
31 Textabb., VIII, 1328. London: Methuen & Co. Ltd. 1949. 

Das Buch ist aus Vorlesungen entstanden, die der Verfasser vor Ingenieuren und Physikern 

im National Standards Laboratory, Sydney, 1944, gehalten hat. Der Umfang des Buches ent- 

spricht ungefaihr dem eimes Géschenbandchens und dient zur EKinfiihrung in die Anwendung der 

Laplace-Transformation auf die Operatorenrechnung. Dem Verfasser ist es nicht darum zu tun, 

schwierige mathematische Probleme zu behandeln, sondern es liegt ihm vielmehr daran, nahe- 

liegende und eindrucksvolle Beispiele aus der Schwachstromtechnik vorzufiihren, um so den 

Leser in den Stand zu setzen, ohne grofe Mihe die so oft in der Praxis sich darbietenden Beispiele 

zu behandeln. Aber es ist sehr anerkennenswert, dai das, was an Mathematik gebraucht wird, 

in einer durchaus klaren und einwandfreien Form vorgebracht wird, wobei der Verfasser im 

Bedarfsfalle bei schwierigeren mathematischen Ableitungen auf einschligige ausgezeichnete Biicher 

verweist. Das Buch ist leicht zu lesen, insbesondere sind die Figuren sehr tibersichtlich. Es ist 

mu erwarten, da dieses Buch bei Physikern und Technikern viel Zustimmung finden wird. 
P. Funk, Wien. 


Lehrbuch des Stahlbetonbaues. Grundlagen und Anwendungen im Hoch- und Briickenbau. Von 
A. Pucher. Mit 304 Textabb., VIII, 301 8. Wien: Springer-Verlag. 1949. 8 78.—, geb. S$ 87.—; 
sfr. 33.90, geb. sfr. 37,80; $7.80, geb. $8.70; DM 26—, geb. DM 29.—. 

Das vorliegende Werk stellt ein Lehrbuch im besten Sinne des Wortes dar und ist von neuem, 
frischem Geist erfillt, wodurch es in mancher Hinsicht von alteren Darstellungsweisen abweicht. 
Entsprechend dem Lehrbuchcharakter, enthalt das Werk in knapper, aber tiberaus klarer Form 
hauptsichlich das, was wir im Stahlbetonbau als gesicherten Besitz betrachten diirfen, doch 
ist dort, wo notwendig, auch die Problematik nicht zu kurz gekommen. 

Der Inhalt des Werkes gliedert sich in die Grundlagen des Stahlbetonbaues, den Stahlbeton 
im Hochbau (Stabtragwerke, Platten, Scheiben, Behdalter, Schalen) und den Massivbriickenbau 
(Fahrbabnplatten samt deren Abstiitzung, Bogenbriicken, Balkenbritcken, Rahmenbriicken). 
Uberall folgen auf die Kennzeichnung der Tragwerksform die notwendigen statischen Erlaiuterungen 
und dann die konstruktive Durchbildung. 

Aus dem Inhalt seien besonders hervorgehoben die vereinfachten Bemessungstabellen, 
welche nichtsdestoweniger einen gro8eren Anwendungsbereich als die meisten bisherigen Tabellen 
haben und auch fiir verschiedene n-Werte benutzt werden kénnen; die kurze, aber trotzdem 
umfassende Darstellung der Plastizitiitstheorie des Stahlbetons; die systematische Behandlung 
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der Tragwerksformen, bei welcher im statischen Teil auf verinderliche Tragheitsmemente beson- 
deres Augenmerk gerichtet wurde, und die neue tbersichtliche und eine einfache Darstellung 
erméglichende Gliederung der Massivbriickenbauarten. E. Ozitary, Wien. 


Das Donauwerk Ybbs-Persenbeug. Die Entwicklung des Projektes. Von A.Grzywienski. Mit 
27 Textabb., 58 S. Wien: Springer-Verlag. 1949. S 30.—, sfr. 13.—, DM 10.—, Dollar 3.—. 


Die vorliegende Veréffentlichung befa8t sich mit der Entwicklungsgeschichte einer Idee, 
die im Laufe der letztvergangenen Jahre wenigstens in bezug auf die Vorbereitung ibrer Ver- 
wirklichung bereits Form angenommen hat. Es handelt sich dabei um den ersten Schritt zur 
Umwandlung der von Natur aus zu steilen dsterreichischen Donaustrecke in eine Kraftwasser- 
straBe zum Nutzen der GrofSschiffahrt und der Energiewirtschaft in Osterreich; um den Entwurt 
der wasserwirtschaftlichen GroBanlage in der Donau zwischen Wallsee und Persenbeug. Der 
Verfasser nennt diese Anlage wegen ihrer mehrfachen Funktionen nicht blo ,,Donaukraftwerk“, 
sondern ,,Donauwerk“ in der Erkenntnis, da sie unserem Staate nicht nur 1 Milliarde Kilowatt- 
stunden im Durchschnittsjahr liefern, sondern auch die Leistungsfahigkeit der Donauschiff- 
fahrt in hohem Mae steigern soll. 

Prof. Dr. Grzywienski, der den Wasserkraftbau an der Wiener Technischen Hochschule 
vertritt, war bald nach Kriegsende vom Osterreichischen Staat beauftragt worden, einen Ent- 
wurf fiir den Weiter- und Fertigbau dieses Donauwerkes zu erstellen. Die gegenstandliche Druck- 
schrift zeigt den Werdegang seines in Ausfiihrung dieses Auftrages im Jahre 1947 der obersten 
Wasserrechtsbehorde tiberreichten Entwurfes auf. Man erkennt daraus den streng wissenschaft- 
lichen Aufbau dieser Entwurfsarbeit und wird mit der Vielfalt der dabei zu lésenden Aufgaben 
vertraut gemacht. 

Den geographischen, geologischen, gewasserkundlichen und bautechnischen Gegebenheiten 
fir das Hauptbauwerk an der Staustufe, den Stauraum und die beeinflu8te Unterstrecke der 
Anlage ist ein breiter Raum gewidmet. Die jahrliche Geschiebefracht schatzt der Verfasser unter 
Heranziehung des Geschiebegesetzes nach Prof. Meyer-Peter (Zurich) mit 400000 m® fir ein 

Durchschnittsjahr und die Bewaltigung dieser bedeutenden Schwerstoffmengen wahrend des 
Werkbetriebes stellt sich Professor Grzywienski mittels groBer NaBbagger so vor, daB das Ge- 
schiebe, das sich infolge des Riickstaues vorwiegend im Bereiche der Stauwurzel absetzen wird, 
dort in Geschiebespeichern gesammelt, aus diesen gehoben, verschifft und schlieBlich dem Unter- 
wasser des Werkes entsprechend verteilt zur nattrlichen Weiterbeforderung aufgegeben wird. 

Um den Forderungen der Landwirtschaft im Machlande (von Wallsee bis zum Beginn der 
Stromenge) nach Vermeidung schadlicher Hebungen des Grundwasserspiegels infolge Riickstaues 
sowie sonstigen 6rtlichen Sicherheitserfordernissen gerecht zu werden, hat der Verfasser ein auf 
Fernsteuerung eingestelltes Stauregelungssystem erdacht, das nicht von einem konstanten Stauziel 
am Wehr ausgeht, sondern von bestimmten normal zulassigen Héochstwasserspiegelhéhen an ver- 
schiedenen wichtigen Stellen im Stauraum und darnach unter Riicksichtnahme auf die jeweilige 
Wasserfiihrung des Stromes die zweckmafigste Einstellung der Wehrverschlisse erméglicht. Die 
Staukote am Wehr erscheint hierbei gesetzmaBig veranderlich. 

Sehr ausfithrlich sind auch die der Schiffahrt dienenden Einrichtungen, insbesondere die 
Schiffsschleusen behandelt. Sie sollen gemafi dem Vorschlag des Verfassers bei groBen Donau- 
hochwassern zu deren Durchleitung mit herangezogen werden. Die Stau- und DurchfluBverhalt- 
nisse durch das offene Wehr ohne und mit Zuschaltung der Schiffsschleusen sind von Prof. 
Grzywienski auch an bhydraulischen Modellversuchen studiert worden, die in der gegenstand- 
lichen Schrift kurz besprochen sind. 

Uber die Baudurchfihrungsart sowie tiber die Kosten und Finanzierung dieser Grofanlage 
gibt der Verfasser ein ebenso klares Bild wie tiber eine Reihe interessanter konstruktiver Einzel- 
heiten, die zum Teil von ihm selbst erstmalig angegeben wurden. 

Prof. Grzywienski hat den im vorliegenden Buch behandelten Entwurf auf Arbeiten von 
Vorgangern aufgebaut, die er auch kurz bespricht und wirdigt und die er durch eigene Uber- 
legungen erganzt hat, die aus jahrelanger Beschaftigung des Genannten mit grofen Wasser- 
kraftwerksentwirfen geschépft sind. Der klaren Darstellung ist miihelos zu folgen und sie fithrt 
den Leser zwanglos zu der Lésung, die der Verfasser fiir die gegebene Aufgabe als beste erkannt 
und folgerichtig vertreten hat. R. Tillmann, Wien. 


The Swelling of Wood under Stress. A Discussion of its Hygroscopic, Elastic and Plastic Properties. 
Von W. W. Barkas. Mit 38 Textabb., V, 103 S. London: His Majesty’s Stationery Office. 1949. 
Geb. 65. 

Das Buch ist aus einer Vortragsreihe des Verfassers in Schweden am Svenska Triaforknings- 

institutet hervorgegangen. In fiinf Abschnitten erfahren die gesamten Quellungserscheinungen 

des Holzes eine geschlossene Darstellung. 


Buchbesprechungen. 111 


Im ersten Abschnitt werden der Aufbau des Holzes, die Flissigkeitsaufnahme und der Quellungs- 
vorgang dargelegt. Daran schlieSt sich eine Erérterung der anisotropen elastischen Eigenschaften 
der Zellulose und des Holzes. : 

Im dritten Abschnitt werden die Quellspannungen in elastischen Gelen eingehend behandelt. 
Sowohl die Katzsche Gleichung als auch die von Porter werden besprochen. Die Definition 
eines Geles wird in sechs Punkten gegeben. 

Eine verallgemeinerte osmotische Theorie wird dargestellt unter der Voraussetzung, da nur 
ein Bestandteil des Gels fliichtig ist und da8 das Gel sich rein elastisch verhalt. Die graphische 
Darstellungsweise der Quellspannungen wird besprochen. Daran schlieBen sich weitere kitrzere 
Abschnitte tiber die elastischen Konstanten von Gelen, tiber den Einflu8 von Spannungen auf 
die Absorptionsisotherme, iiber die elastische Absorptionsarbeit, iiber behinderte Quellung und 
uber die Schleuderbehandlung (centrifuging) von Gelen. 

In einem eigenen Abschnitt tiber ,,Plastizitiét’’ wird das Mitwirken bleibender Verformungen 
beim Quellen besprochen. Auch der Einflu8 der Zeit wird bericksichtigt. 

SchlieBlich wird noch die Absorptionshysteresis im letzten Abschnitt erortert, die Definition 
und die Ursache der Hysteresis besprochen und durch gesonderte Behandlung dem Einflu8 der 
Zeit Rechnung getragen. 

42 Literaturangaben ermégelichen es, sich tiber besondere Fragen naher zu unterrichten. 


A. Leon, Wien. 


The Creep of Metals and Alloys. Von H.G. Stanford. Mit 32 Textabb., XVI, 162 S. London: 
Temple Press Limeted. 1949. Geb. 15s net. 


Der Zweck des Buches ist, die vielen Einzelheiten der Ergebnisse tiber statische Versuche 
von langer Belastungsdauer zusammenzufassen und eine geschlossene Darstellung der Kriech- 
erscheinungen bei Metallen und Legierungen zu geben. Besonders in den letzten Jahren haben 
die Kriecherscheinungen intensive Beachtung gefunden, da in der Praxis vielfach langdauernde 
Belastungen auftreten, unter denen sich die Werkstoffe anders verhalten als beim wtblichen Kurz- 
zeitversuch, insbesondere wenn die Versuchstemperatur wber der Rekristallisationstemperatur 
liegt. 

Bisher waren die Ergebnisse der Untersuchungen tiber das Kriechverhalten sehr verstreut. 
Das Buch fillt daher eine empfindliche Liicke im Schrifttum aus und bringt auBer den praktischen 
Gesichtspunkten und den Erfahrungen beim Kriechversuch auch die theoretischen Grundlagen 
sowie die verschiedenen Theorien zur Erklarung der Kriecherscheinungen. Dies ist besonders 
wertvoll, da sich heute noch keine einheitliche Theorie der Kriecherscheinungen durchsetzen 
konnte. 

Verfasser hat selbst umfangreiche Kriechuntersuchungen an Aluminiumlegierungen durch- 
gefiihrt und gibt seine reichen Erfahrungen im Abschnitt I des Buches wieder, in dem die Ver- 
fahrenstechnik der Kriechpriifung dargestellt ist. Dieses Kapitel ist besonders ausfihrlich be- 
handelt, da die Kriechversuche mit besonderer Sorgfalt auszufiihren sind, um wiederholbare 
Versuchswerte zu erhalten. Besondere Beachtung ist den Versuchsbedingungen zu schenken. 
Meist kénnen die Versuchsergebnisse verschiedener Forscher nicht verglichen werden, da die 
Versuchsbedingungen verschieden waren. Verfasser regt daher eine Vereinheitlichung der Versuchs- 
bedingungen an. 

Abschnitt II befa8t sich mit der Kriechkurve (Zeit-Dehnungs-Linie), den physikalischen 
Grundlagen und den verschiedenen Ansiatzen fiir die analytische Darstellung der Kriechkurve. 

Entsprechend der besonderen Bedeutung werden die Einfliisse auf die Kriecheigenschaften 
in einem eigenen Abschnitt behandelt. Dieser gliedert sich in drei Teile, in denen der Einflu8 
der Korngré8e, der Warmbehandlung und strukturellen Stabilitaét sowie der chemischen Zu- 
sammensetzung getrennt behandelt werden. Auer diesen Faktoren sind noch viele andere, 
die das Kriechverhalten beeinflussen, doch ist deren Wirkung nicht eindeutig und zu wenig er- 
forscht, um sie gesondert zu erértern. Einige besondere Einzelheiten dieser Einfliisse sind daher 
in die Hauptabschnitte aufgenommen worden. 

Im Abschnitt IV wird die praktische Anwendung der Ergebnisse von Kriechversuchen fiir 
die Konstruktion erklart und einzelne Versuchsergebnisse auszugsweise wiedergegeben. Ver- 
fasser weist auf die mangelhaften Angaben vieler Versuchsergebnisse hin, die es vielfach unm6g- 
lich machen, sie praktisch zu verwerten. : 

Abschnitt V handelt von den physikalischen Grundlagen des Kriechmechanismus und bringt 
einen Uberblick tiber die verschiedenen Theorien zur Erklarung der Kriechvorginge. Verfasser 
stellt fest, daB der Fortschritt der Grundlagenforschung auf diesem Gebiet nur sehr langsam 
erfolgt; es sei aber zu hoffen, da& in absehbarer Zeit eine allgemeingiiltige Theorie entwickelt wird. 

Die Arbeit enthalt 272 Literaturhinweise. Ein, wenn auch knappes Stichwortverzeichnis 
vervollstandigt die Monographie. A. Leon, Wien. 


We Buchbesprechungen. 


Die linearisierte Theorie der dreidimensionalen kompressiblen Unterschallstrémung und die ex- 
perimentelle Untersuchung von Rotationskérpern in einem geschlossenen Windkanal. Von 
R. van Driest. (Mitteilungen aus dem Institut fiir Aerodynamik an der ETH in Zirich, heraus- 
gegeben von J. Ackeret: Nr. 16.) Mit 22 Textabb., 31 S. Ziirich: Verlag Leemann. 1949. sfr. 7.—. 


Experimental Investigation of a Stationary Cascade of Aerodynamic Profiles. Von W. T. Sawyer. 
(Mitteilungen aus dem Institut fir Aerodynamik an der ETH in Zirich, herausgegeben von 
J. Ackeret: Nr. 17.) Mit 45 Textabb., 78S. Zirich: Verlag Leemann. 1949. sfr. 12.—. 


Das Institut fir Aerodynamik an der ETH Zivich unter der Leitung von Prof. Dr. J. Ackeret 
gibt seit Jahren Mitteilungen heraus, die das iiberaus fruchtbare Arbeiten des Instituts auf diesem 
Wissengebiete zeigen. 

In der Nr. 16 dieser Mitteilungen behandelt van Driest als Promotionsarbeit das interessante 
Problem, bei hohen Unterschallgeschwindigkeiten die linearisierte Theorie auf Rotationskérper 
anzuwenden, und priift die Ergebnisse durch Versuche im Hochgeschwindigkeitskanal des In- 
stituts. Der Verfasser entwickelt tiberaus klar die Methode fir linearisierte kompressible Stro6mun- 
gen und so wird jibersichtlich die Methode der Potentialfunktion und die der Stromfunktion 
dargelegt. Angewandt wird nun die Theorie auf ein Rotationsellipsoid. Die Potentialfunktion 
der inkompressiblen Strémung wird nach Lamb angesetzt und die Rechnung fir drei Kérper 
mit den, Schlankheitsgraden 0,1; 0,15; 0,2 ausgefiihrt. Die Theorie, ausgesprochen in der f?-Regel 
wird fiir 6B = 1; 8/4; 1/, angewendet und die Ergebnisse der Rechnungen durch Diagramme fir 
die Radialkomponente der Geschwindigkeiten an der Oberflache und den Druckkoeffizient, das 
Verhiltnis der Druckdifferenz gegeniitber dem Druck in der ungestérten Strémung zum Stau- 
druck, veranschaulicht. Als zweite Anwendung folgt die auf einen Rotationshalbkorper mit 
,»ellipsoidischer“ Nase und dem Anstellwinkel Null. Der Rotationshalbkorper wird durch eine 
lineare Quellenverteilung erzeugt und die Stromfunktion bestimmt. In drei Diagrammen wird 
wieder der Verlauf des Druckkoeffizienten gezeigt. Fiir die Versuche im Windkanal muB8ten 
Korrekturen berechnet werden, wobei zuerst wegen der Darstellung aus einer Quellenverteilung 
(fiir den Halbkérper) die Spiegelungsmethode im reduzierten Kanal fiir kompressible Stromung 
bestimmt wird. AuSerdem werden die linearisierten und exakten Lésungen fir die reibungslose 
adiabatische eindimensionale Stromung durch eine Verengung verglichen. 

Die Diskussion der im Hochgeschwindigkeitskanal sorgfaltigst durchgefiihrten Messungen, 
die eine recht gute Ubereinstimmung zeigen, schlieBt diese interessante, sehr schone Arbeit ab. 

Die Untersuchung der zweiten 4uBerst ausfiihrlichen, sehr schénen und ebenfalls als Promotions- 
arbeit durchgefiihrten Arbeit umschlieBt das Studium der Reynoldsschen Zahl, der Turbulenz- 
effekte und die experimentelle Prifung der Methode dichtstehender Schaufelgitter von Prof. 
Ackeret. Die allgemeine Theorie wird nicht nur sehr ausfiihrlich, sondern auch sehr exakt be- 
sprochen und mit einer groBen Anzahl schéner Diagramme versehen. AnschlieBend wird die 
statische Druckverteilung und der Stromlinienverlauf erwabnt. Versuchseinrichtung, Windkanal 
und Waage, werden besprochen und ausfiihrliche Uberlegungen tiber die Turbulenz angestellt. 
Es folgt eine Diskussion der gewonnenen Werte, ein Vergleich mit der Theorie. Die Ausfihr- 
lichkeit der Arbeit zeigt sich z. B. in Kapiteln wie statische Druckverteilung, Strémung auf der 
Blattoberflaiche, Verlustverteilung ttber die Blatthéhe. AbschlieRend werden die Versuche im 
allgemeinen, die Effekte der Turbulenz und der Reynoldsschen Zahl auf die Blattausbildung und 
die Bedeutung der Gittertheorie nach Prof. Ackeret besprochen. : 

Druck und Ausstattung der Mitteilungen sind sehr schén. 

R. Bruniak, Wien. 


Die Ubersetzungen der Zusammenfassungen wurden yom Dokumentations-Zentrum der Technik, Wien, durchgefiihrt. 
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